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本章 では序論 を述 べ る.は じめに,Ll節 で研究 背景 を述 べる.つ ぎに,L2節
で研究 目的を述べ る.最 後 に,L3節 で論文構 成 を述べ る.
1.1研 究背 景
本節では研究背景 を述 べる.は じめに,L1,1項で ポー トフォリオ選択 問題 を述
べ る.特 に,オ ペ レーシ ョンズ ・リサ ーチの分野 で提案 された ポー トフ ォリオ選
択 モデル に焦点 を当て る.つ ぎに,1.1.2項で最小期待 リス クと期待最 小 リス クを
述 べ,従 来研 究の問題 点を説 明する.最 後 に,1.1.3項で研究 動向 を述べ る.
1.1.1ポ ー トフ ォ リオ 選 択 問 題
金融商品(有価証券,外 貨取引,デ リバテ ィブなど)に投 資をする場合,そ の損
益 は不確実で あるため,適 切 な リス ク管理 を行 うことが重要 とな る.従 来,経 験則
に基づ く資産運用が行 われ,リ ターン(収益率)や リスク(損失の可能性)を定量的
に評価 した投資 は行われて いなか った.し か し,1952年に分散 投資の原 理 を説 い
た論 文[14]が発表 され,そ れを端緒 に現代 ポー トフ ォリオ理論 が確 立 された.そ
して,理 論 に基づ く客観 的な投資が行 われる ようにな った.ボ 一ートフォ リオとは
投資家が保有す る金融商品 の組み合わせ を指 し,効 用が最大 とな るよ うにポー ト
フォリオ を組 む問題をポー トフォリオ選択 問題 と言 う.今 日では現代ポー トフォリ
オ理論が浸透 し,各 所でその考 え方が活用 されてい る.さ らに,リ ーマ ン ・シ ョッ
クをは じめ とす る金 融危機 を経 て,リ スク管理 の重要性 が再認識 されてい る.
投資家 は,で きるだ けリスクを負わず にリター ンを得たい と考 える.し か し,金
融商品 はその価格が時 々刻 々と移 り変わ るため,リ スク を負 わず に リターンを得
ることはで きな い.そ の上,一 般 に高い リター ンを得 るため には高い リスクを負
わ なけれ ぼな らないため,つ ま り,リ ター ンと リス クに は トレー ドオフの関係 が
成 り立つため,両 者 のバ ランスを考 えて投資 を行 う必要 がある.こ うした状況 下
で,Markowitzは数 理モ デル を用 いて投 資行動 を記 述で きるよ うに,ポ ー トフォ
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リオ選 択 問 題 を定 式 化 した[14].そして,ポ ー トフ ォ リオ 最適 化 解 析 が オ ペ レー
シ ョンズ ・リサ ・ー一チ(OperationsResearch:OR)の分 野 で 活 発 に行 わ れ る よ う に
な った[35,36].以降,は じめ に,リ タ ー ンを定 義 す る.つ ぎ に,代 表 的 な リス ク
を取 りあ げ,ORで 提 案 され た ポ ー トフ ォ リオ選 択 モ デル を説 明 す る.
資産i(i=1,2,…,N)の期 首 の価格(1単 位 当 た り)を 君,期 末 の価 格 をPi,利
子 をdzとす る.資 産ttをyt単位 購 入 した場 合 の収 益 は
(Pi-Pi+di)yt,(1.1)




で与え られ る.ま た,運 用パ フォーマ ンス を収 益率を用いて評価 す ることを考 え,
総収益率Rを
Σ 濫 、(鳶 一Pi,+d,)t」、
.(1.3)R=
Σ 江1鞠z






とな る.た だ し,宙=(ulbu,2,…,ZVN)T∈RA「は ポ ー トフ ォ リ オ を 表 し,空
売 り1が規 制 され て い な い こ とに す る(空 売 りが 規 制 され る場 合 はw2≧O,Vi∈
{1,2,…,1>}とな る).こ こで,資 産tの 収 益 率 あv:
馬 一 ∬%一段+鴫1(L6)






とな り,各資産の投資比率 ω、と収益率 恋tの積の総和 とな ることが分 かる.第2章
と第3章 で は式(1.7)のR(⑰を リター ンと捉 えて解析 を行 う・ また,式(1・6)の
収益 率 亀 は期首 の時点で は不確 実なため,あ る確率 分布 に したが うとす るが,一
般 に解析の しやす さを考慮 して正規分布 を用い ることが多い.こ れ よ り,あ る確
率分布 に したが うリター ンの期待値E[R(動]は





で与 え られ る.た だ し,資 産zの 期 待 リター ンrz=E[劃(i=1,2,…,N)を 用
い た.こ こで,分 散 投 資 の リス クを9(④ とす れ ば,最 も基本 的 な ポ ー トフ ォ リオ






で与 え る こ とがで き る.た だ し,9は 単位 ベ ク トル を表 し,T"'=('i'1,7・2,…,'1'N)T∈
RNを 用 い た.Tは ベ ク トル(行 列)の 転 置 を表 す.ま た,Rは 期 待 収 益 率(期 待 リ
ター ン)を 規 定 す る係 数 で あ る.さ らに,2行 目を 予算 制 約 と言 い,3行 目を期 待
収 益 率制 約 と言 う.こ こで,式(L9)の ポー トフ ォ リオ選 択 問 題 は 目的 関数 に確 率
変 数a・iを含 む た め,期 首 の 時 点 で は最 適 ポー トフ ォ リオ ♂=argmin醍wg@)
が 求 ま らな い こ と に注 意 され た い.た だ し,Wは ポ ー トフ ォ リオ 面 の 実 行 可能
部 分 空 間 を 表 す.し か し,第2章 ～第4章 で は レ プ リカ法 や ラ ンダ ム行 列理 論 を
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用いて最 小 リス ク9(げ)=mindiE)xv9(励を評価 す る方法 を議論 す る.
ところで,各 資産の収益率 諺,の取 りえる事象が少な けれ ば,比 較 的容 易 に リス
クを評価す るこ とが できる.し か し,現 実 には収 益率 あ、の取 りえる事象 が何 通 り
も想定で きるため,確 率分布 が与 え られ る.こ の とき,リ ター ンR@)の 確率分布
は各資産 の投資比率 ω、で操作で きるが,確 率分布 を直接扱 うことは不便 で あるた
め,確 率分布の特徴 を表す平均 に着 目して式(L8)の期 待 リター ンE[預 面)]を考




一 Σ ΣE[(`iez-ri)(元」一 アゴ)]Wiwコ
れこ 　 　こ 　
=面To密, (1.10)
で 与 え られ る.た だ し,分 散 共 分 散 行 列C二{σ 尉 ∈RNxA「を 用 い た.%=
E[({t,-Tz)偽一rゴ)]は資 産t,」の共 分 散 を表 す.式(llO)の 分散 を リス ク と捉 え
て 提 案 され た モ デ ル が 最 も よ く知 られ る平 均 ・分 散 モデ ル で あ る[14,35,36].こ






で与 えられ る.た だ し,目的 関数が リスクG(④=(R(面)-E[R(面)])2の期待値で
あるこ とに注 目され たい.続 く1.1.2項では リス ク9(④ に対す る期待値 操作 〔期
待値 を求め ること)と最適化操作(最適値 を求 めること)の順序 について議論す る.
一方,平均 ・分散 モデルでは分散 を リスク として用いたが,期 待 リターンE[R(?の]
以下 になるば らつ きの大 きさを リス ク として用い るこ ともで きる.そ こで提案 さ
れ たモデルが平均 ・下方半分散モデルで ある[35].
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平均 ・下方半分散 モデル




た だ し,[a;1-=max(-x,O)である.ま た,目 的関数 が リス ク9@)=IR(⑳ 一
E[磁の肥 の期待値 であることに注 目され たい.と ころで,平 均 ・分散モデルでは
最適 ポー トフォリオ 宙を求 めるため に2次 計画法 を利用するため,資 産数1Vが大
き くなる と簡単 には解 けな くなる.そ こで,線 形計画法で解 ける ように提 案 され






ただ し,目 的関数が リス ク9@)=R〔 頒)-E[R(拶川 の期 待値であ るこ とに注 目
されたい.ま た,平 均 ・絶対偏差モデルの最適ポー トフォリオ げ は正規 分布 に し
たが う収 益率 鳶、に対 して,平 均 ・分散 モデルの最適 ポー トフォ リオ 宙*と一致す
ることが知 られ て いる[36].前述 した3つ のモデル は全 て期待 リター ンE[R〔⑳ 】
との差 を考 えたが,あ る リター ンRc〔<E[R(④])以下の ば らつ きの大 きさを用
い る リス クを考 えることもで きる.そ こで提案 され たモデルが平均 ・下 方 リスク
モデルであ る[35].
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ただ し,次 数 んは リス クの選好度合 いを表 すパ ラメータで ある.ま た,目 的関数
が リスク9(司=IR(④ 一∫～σ巨 の期待値 であ ることに注 目 され たい.
以上,代 表的 な リス クとそれ らを用 いたポー トフォリオ選択モデルを説 明 した.
他 にも市場のイ ンデ ックス 〔日経225,TOPIX)を考慮 したファク ターモ デル等 が
存在す る.そ の他 のポー トフォリオ選択 モデル は参考文献[35,36]を参照 されたい.
1.1.2最小期 待 リス クと期待 最小 リス ク
従 来,OR的 手 法 を用 い た ポ ー トフ ォ リオ 最適 化解 析 で は,リ ス ク9(④ に対
して 期 待 値 操 作 を して か ら最適 化 操 作 を して きた[35,36],つま り,期 待 リス ク
E[9(⑳]の最 小化 を 目的 とす る解 析 で あ る.一 方,現 実 の 投 資 で は所 与 の 収 益 率
を用 い た リス ク σ(④ を最小 化 す る最 適 ポー トフォ リオ げ が 存 在 し,そ の ポ ー ト
フ ォ リオ げ は最 小 リス ク9(w")=・min.:Evv9(面)を与 え る.ま た,そ の典 型 値 は
期 待 最 小 リス クE[min.,fi∈w9(zV)]で与 え られ る.図1.1と 図1.2は最 小 期 待 リス
クrnin醍wE[g(宙)]と期 待 最 小 リス クE[min硬w9@)1の 違 い を表 現 した 図 で あ
る.両 図 とも横 軸 はポ ー トフ ォ リオ を表 し,縦 軸 は リス ク を表 す.ま た,図 中 の
Xs(s=1,2,…,M)は 所 与 の 収 益 率 の組 み 合 わ せ を表 す.図Llに お い て,期
待 リス クE[9(密)](赤線)の 最 小値 が 最 小 期 待 リス クmin,,fiEwE[9(顧)]であ る.一
方,図12に おい て,最 小 リス クmil1栃∈w9@X赤 点)の 期 待 値 が期 待 最 小 リス ク
E[mindiEvv・9(面)]であ る.こ こ で の争 点 は最 小 期 待 リス ク1nin醍wE[g@)]と期
待 最 小 リス クE[min旋w9(⑳1の どち らが 投 資 家 に とっ て望 ま しい リス クか で あ
る.そ こで,下 に有 界 な 多 変 数 実数 値 関数 ∫(面,X)を例 に,両 者 の 大 小 関 係 を考








図1.1最 小期待 リス ク 図1.2期待 最小 リス ク
する.こ の とき,任 意の組み合わせ@,X)に 対 して
f(ul・X)≧灘 ∫〔・万,X)・(1・15)
が成 り立 つ.さ らに,式(1.15)の両 辺 で確 率 変 数Xに 関 して期 待 値 を とる と,
Ex[f〔t汀,X)]≧Ex理inf(w',X),〔1.16)
w∈w
となる.た だ し,Ex[∫@,X)]はXに関するf(面,X)の期待値 を表す.こ こで,式
〔1.16)の左辺 のパ ラメータ 塑 は任意 に動かす ことがで きるため
麟Ex[∫(藪 ・X)】≧Ex黙 ∫(哲,X),〔1ユ7)
が 成 り立 つ.こ れ よ り,パ ラメー タ 面 をポ ー トフ ォ リオ,連 続 確 率 変数Xを 収 益 率
の組 み合 わせ,∫@,X)を リス ク と考 えれ ば,最 小期 待 リス クmindiEvvEx[∫@,X)]
よ りも期 待 最小 リス クEx[nlin宙∈γレ∫〔笹ア,x)]の方 力s小さい こ とが 分か る.ま た,任
意 の げ=argmin,万∈wf(吸X)と のoR=argmin碇WEx[∫〔ゆ,x)]1こ対 して
!@OR,X)≧f(畝X),〔1.18)
が成 り立つ こ とか ら,従 来 のOR的 手法 を用 いたポー トフォ リオ最適化解析 では
潜在的 に損 を している,あ るいは所望の投資 を実現 で きていない と言 える.
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1.1.3研 究 動 向
従来,式(1.17)の左辺の解析 が活発 に行 われて きた.特 に,近 年で は数理統 計
学や原子物理学 の分野で整備 されたラ ンダム行列理論 を用いた解析 も行 われてい
る[10,11,15,16].例えば,収 益率 に含 まれ るラ ンダムネスの相関構造 を調 べ る
研究 として,LalouxらはS&P500に含 まれ る406銘柄 を対象 に,多 期間 のデー タ
か ら計算 され る経験 的相 関行 列の固有値分布 とランダム行列の固有 値分布 を比 較
する ことで,経 験的相関行列 の統計的 な構造 を調 べ,ノ イズ を取 り除 く手法を提
案 してい る[10,11].さらに,Plerouらは ランダム行列 の普遍性 を経験的相 関行
列が有す るか調べ るために,U,S.の上場 企業 の株価 データを用いて固有値間隔分
布の分析 を行 って いる[16].また,Pafkaらは実 デー タか ら計算 され る収益率 の
経験的相関行列 の固有値 分布 とMarこenko-Pastur則と呼 ばれ る漸 近固有値 分布 の
誤差 を比較 す ることで,銘 柄 聞の相 関を定量 的 に評価 してい る[15].しか し,投
資家 に対 して よ り有益な知見 を提供で きるの は,式(1.17)の右辺 に関す る解析 で
ある.こ の点に着 目 し,近 年で はCi]iberti,1〈ondor,Shinzatoをは じめ として式
〔1.17)の右辺 の解析が活発 に行 われてい る.特 に,情 報統計力学の分野 で多用 され
るレプ リカ法 を応用 した研 究が著 しい[5,7,8,20,21,22,23,24,26,27].例えば,
Cilibertiらは絶対偏差モ デル と期待 シ ョー トフォールモデルに レプ リカ法 を適 用
し,銘 柄数 に対 してデー タ期 問数 が短い ときに生 ずる相転移 現象 を分析 してい る
[5].また,Shtinzaoは最小 リスクや集中投資 度が 自己平均性 を満たす こ とを大偏
差原理 を用 いて示 し,レ プ リカ法 を用 いて評価 した最小 リス クと最小期 待 リス ク
を比較す るこ とで,従 来の資産運用 では リスクを最小 にで きない ことを指摘 して
いる[20].さらに,Shtinzauは集 中投資度 とリス クを用いた主双対問題 をレプ リカ
法を用いて解析 し,両 問題 の主双対関係 を議論 している[21,24].また,Haszonits
らは各期 の総収益率 と期待収 益率の差 の分散 を 目的関数 として,予 算制約 と期待
収益i制約が課 された最適化問題 にレプ リカ法 を適用 し,レ プ リカ対称解 の安定性
解析 を行 っている[7].・一方,K。lidorらも収益率 が したが う確率分布 の分散が銘
柄 ごとに異 な る場合 を想定 し,予 算制約 と空 売 り規制が課 された最小 リスクを レ
プ リカ法 を用 いて解析 し,相 転移構造 を有 してい ることを確認 して いる[8].
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1.2研 究 目的
Ciliberti,Kondor,Shinza七〇らはポー トフォ リオ最適化解析 にレプ リカ法 を適
用 してい るが,レ プ リカ法 は レプ リカ数の解 析接 続に よる結 果の妥当性 に問題点
を含む ことが知 られてい る[1,29,32].一一方,資 産を対象 とす る リスク管理 におい
て,誤 った知 見は大 きな損失 に繋 がる可能性 があ る.そ のため,解 析 結果 は数学
的 に厳密で あるこ とが望 ましい.本 研究 はその点 を考慮 し,ラ ンダム行列理論 を
用い てポー トフォ リオ最適化解析 を行 う.特 に,リ ス クや集 中投資度の上下界 の
典型値 を数学 的に厳密 に評価 す ることを目的 とす る.
ラ ンダム行 列理 論は レプ リカ法 と比 べて解析可能 なポー トフォリオ選択 問題 が
限定 され る 〔表Ll参 照).しか し,解 析可能 な問題 に対 して は最適化理論 を併用
する ことで容易 に最適値が導出で き,結 果 の妥当性 も数学的に保証 され るとい う
利点 がある.ま た,従 来 のランダム行列理論 の応用 は収益率の相関行列(分散共分
散行 列)の評価が主であ り,リ スクや集中投資度の上下界の典型値 を評価す るこ と
に関 して十分 な検討 が成 されて こなか った.こ の こ とか ら,本 研究の解析結果 を
通 して以下 の ことが期待 される.
1.レプ リカ法 を用いたポー トフォリオ最適化解析 の結果の妥当性が数学的に厳
密 に保証 され る.
2.式(1.17)の右辺 に関係 する解析 がランダム行列理論 を用 いて解析可能 であ る
ことが示 され る.
本研 究で は第3章 で先行研 究の ポー トフォ リオ選択 問題 を再考 し,レ プ リカ法 を
用 いた結果 を厳密 に検証 す る.さ らに,第4章 で新た にポー トフ ォリオ選択問題
を設定 し,ラ ンダム行列理 論 を用いて解析 を行 う.合 わせて レプ リカ法 を用 いて
解析 も行 う.レ プ リカ法 を用 いて解析す る理 由は,レ プ リカ法の問題点 を具体 的
に確認す る こと.多 少数学的厳 密性 に欠 けるが,ラ ンダム行 列理論 と並 んで強 力
な解析 方法であ る ことを留意 していただ くためであ る.
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本論文 は本章 を含 めて6章 で構成 され る.第1章 で は研 究背景 と目的 について
述べた.第2章 で はレプ リカ法 を用 いた ポー トフ ォリオ最適化解析 を述べ る.そ
の中で,レ プ リカ法 の問題点 を概説 し,先 行研 究のポ・一 トフォリオ選択 問題 とそ
れ に対す るレプ リカ法を用いた結果 を述べ る.第3章 で はラ ンダム行列理論 を用
いた最適化 を述べ る.そ の中で,第2章 で取 りあげたポー トフォ リオ選択 問題 を
再考 し,レ プ リカ法 を用いた結果 を厳密 に検証す る.第4章 では コス ト制約 と期
待収益制約 が課 された リスク最小化問題 を述べ る.は じめに,ポ ー トフォ リオ選
択問題 を定式化 す る.そ して,ラ ンダム行列理 論 とレプ リカ法を用 いて最 小 リス
クの評価 を行 う.第5章 では漸近固有値分布 を用い た理論値 の検証 を述べ る.そ
の中で,第3章 と第4章 で導 出 した理論値 と数値 実験 で求 めた最適値 〔実験値)の
比較 を行い,理 論値 が現 実の投資 に適用 可能か議論 する.さ らに,資 産数 に関す
る考察 も行 う.最 後 に,第6章 で結論 を述 べる.
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第2章 レプ リ力法 を用 いたポー トフオ リオ
最適化解析
本章 で は レプ リカ法を用 い たポー トフォ リオ最適 化解析 を述 べ る.は じめ に,
2.1節でBoltzmann分布 と最適化 を述べる.つ ぎに,2.2節で レプ リカ法 とその問
題点 を述べ る.最 後に,23節 で レプ リカ法 を用いた先行研究の結果 を述べ る.
2.1Boltzmann分 布 と最 適 化
本 節で は最大事後確 率推定 を引 き合いに,Beltzmann分布 を最適化 に応用す る
枠組み を説 明 し,レ プ リカ法が必要 とされ る経緯 を述べ る.
所与の収益 率の組み合わせXに 対 して,ポ ー トフォリオ 面の実現確率P(⑳ が
Boltzmann分布 に したが うとす る.
几@)・一β綱(2 .1)P(面)-
z(β,x>
ただ し,Po〔④ は の ∈Wで1と な り,そ れ以外 は0と な る確率 であ る.ま た,β
はBoltzmalm分布 の逆温度 を表 し,%(④ はポー トフォ リオ選択問題の 目的関数
とす る.さ らに,分 配関数Z(β,X)は以下で与え られ る規格 化定数で ある.
z〔鋼 一 此 娼(面)e-B't(w")(2・2)
本節 ではH(副 を リスクと考えて議論 を行 う.式(2.1)はBayes推論 と数 理的構造が
似ているこ とか ら,P〔面〉を事後確率,Po(④を事前確率,e一β頒励 を尤度 と見なす
ことがで きる.こ の とき,最 大事後確率推定 か ら得 られる げ=argma」cdiEwP(動
は,リ ス ク 究(鋤 を最小化する げ=乱rgmin醍w究@)と 一致す る.さ らに,逆
温度 βが無 限大の極 限では
撫 、P(痴)¶ δ(ω・一 嬬)・(2・3)i=1
とな るた め,ポ ー トフ ォ リオ の に関 す る リス ク 親@)の 期 待値limβ→。。E応[U(面)]
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は妙 陶]一 疋 ・叫 万)」澱綱
=7{(毎*),(2.4)
とな る.こ れ よ り,Boltzmann分布 を用 い る こ とで,リ ス ク%@)の 最 小 値 を求




を用 い る と,
∂
輝)=撫 一～頭logZ(β,X)1(2・6)
と表 す こ とが で き る.さ らに,資 産 数Nが 無 限 大 の極 限 で は,H(iV")が自己平 均






とな る.こ れ よ り,Ex[logZ(β,X)]を評 価 で きれ ば,最 小 リス ク εlnmが求 ま る こ
とが分 か る.
続 く22節 で はEx[logZ(β,X)]を評 価 す る た め に,レ プ リカ法 を説 明 し,そ の
問題 点 を述 べ る.
2.2レ プ リカ法 とそ の問題 点
レプ リカ法は磁性体の磁 性現象を微視 的な性 質か ら説 明す るために導 入 された
ランダム さを有す る数学モデル において,そ のふ るまい を解析 す るため に開発 さ
れた手 法であ る.そ のため,統 計物理学 の分野で発展 し,ス ピングラスの性質 を
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理論 的に解 明す るための解析 手法 として広 く用 い られ るよ うになった.ま た,近
年 で はレプ リカ法 の適用範囲が物理学 に限 らず,ニ ューラル ネ ッ トワークや機械
学 習,組 み合せ最適化な どの諸問題の解析 にも有効 であることが示されてい る[1],
そ して,フ ァイナ ンスの分野で もその活用 が期待 されてお り,ポ ー トフォ リオ選
択 問題 に応用 した研究が多数報 告 されて いる.[5,7,8,20,21,22,23,24,26].一
方で,解 析手 法 としての妥当性 は数値的 に検 証 されてい るが,数 学的 に厳密で は
ない とされ てい る[1,29,32].以降,は じめ に,2,2.1項で レプ リカ法で用い る恒
等式 を説明す る.そ して,22.2項でその恒等式 に関係す るレプ リカ法の問題 点を
述べ る.
2.2.1レ プ リ 力 法
レプ リカ法 は一般 に分配関数 の対数 に対 す る期 待値 や実数幕 に対す るモー メン
トを評価す る枠組 みを指す.本 項 では レプ リカ法 で用 いる恒等 式を取 りあ げる.
分布関数 ア〔Z)が解析 的な形で与え られ る実数値確率変数Z〔>0)に対 して,そ
の対数 の期 待値E[logZ]を評価 する問題 を考 える.た だ し,E[logZ]は直接計算
する ことが困難 な場合 を想 定す る.こ の とき,レ プ リカ法 は以下 の恒等 式を用 い
てE[1。gZ】の評価 を行 う.
∂
E[1・gZ]一鮎 荒1・gE[刎 ・ 〔2.8)






か ら確認 で きる簡単な恒等式である.E[10gZ]を評価す る際に,E[zn]を評価す る
方が容易で あれ ば,レ プ リカ トリックをE[10gZ]を評価す るため の手段 として活
用す ることがで きる.先 行研究[20,21,22,23,24]では リスクや集 中投資度の上下
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界 の典型値 を評価す るために,確 率変数Zが 式(2.2)の分配関数Z〔β,X)で与え ら
れ る.し か し,分 配関数Z(β1X)は積 分形 式で定義 され るため,Ex[logZ(β,X)]
を直接評価 するこ とは難 しい.し たが って,式(2.8)のレプ リカ トリックを活用 し
て評価 を行 う,レ プ リカ トリックを式(2,7)の最小 リス ク ε皿mに代 入す ると
∂1
S・TliTl=撫一副 臨 許[1。gZ(β,刈
∂ ∂1=無 一献 珊 翻 既 万logEx[zn(β,X)]・(2・10)
とな る.
2.2.2レ プ リカ 法 の 問 題 点
レプ リカ法 は適用範囲が広 く,特 に複雑系 システムのふる まいを解析 す る上で
強力な手 法であ るが,多 少数学 的に厳密性 を欠 き,い くつかの問題点 を含む.例
えば,レ プ リカ数 ηの解析接続 や計算過程 でお く仮定 である レプ リカ対称性 の破
れ,式(2.10)のNと71,の極限操作 の交換 に伴 う相転移 があ げられ る.本 項ではそ
の中で も先行研 究の結果 に特 に関係す る レプ リカ トリックの レプ リカ数 ηの解 析
接続 を述 べ る.
レプ リカ トリック は微分操作や極 限操作 を行 うため,レ プ リカ数 πが実数で定
義 される必要が ある.一 方,logEx[Z賀β,X)]はレプ リカ数 πが 自然数 で あれば,
比較 的容易 に評価 がで きるが,実 数の場合 は困難 である.例 えば,a,b>0に対 し
て(α+b)2=a2+2ab+b2や(a+b)3=a3+3a2b+3ab2+b3はそれ ぞれ,左 辺 を右
辺の ように有 限の項数で展開で きるが,(α+b)2・5は有限の項数で展 開す ることが
で きない.し か し,(a+b)2<(a+b)25<(a+b)3である ことか ら(α+b)25を漸
近的 に評価 す るこ とはで きる.logEx[zn(β,X)]の評価 も同様 の発想 で,n∈N
に対 して得 られた結果 をn∈Rに 適用す るこ とを考える.そ こで,以 下 の解析 手
順 に則 ってlogEx[zn(β,X)]の評イ面を行 う.
Lレ プ リカ数 ηを自然数 と見な して,logEx[Z"(β,X)】の計算 を実行 する.
2.レプ リカ数nを 実数 と見な して,微 分操 作や極 限操作 を実行 する.
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手順2に 関 して補足す る と,手 順1で 得 られ る結果 は一般 にnが 実数 でも定 義可
能 な関数 とな る.そ こで,手 順1で 得 られた結果 が 自然数 か ら実数へ解析接 続 さ
れ た と解釈 し,微 分操作 や極 限操作 を実行す る.こ の とき,レ プ リカ法の問題点
の一 つに レプ リカ数 πに関す る仮定が手順1と2で 異なる ことがあげ られ る.こ
の解析手順 の妥当性 は数値実験 でのみ検証 が成 されて いるが,数 学的 に厳密 には
証明 され ていない.一 方,資 産運用で は適切 な リス ク管理 を行 うことが重要であ
り,誤 った知見 は大きな損失 に繋 がる可能性 があ る.そ のため,ポ ー トフォ リオ
最適 化解析 で レプ リカ法 を用い る場合,そ の結果 を鵜 呑みにせ ず,で きる限 り別
の解析 方法か ら厳 密に検証す ることが望 ましい.本 研究で はそ の点 を考慮 し,ラ
ンダム行 列理 論 を用いて ポー トフォ リオ最適化解析 を行 う.
2.3レ プ リカ法 を用いた先行研究の結果
本節で は レプ リカ法 を用いた先行研究 の結果 を述 べる.さ らに,OR的 手 法を
用いた結果 も述べ る.は じめ に,2.3.1項で リスク と集中投資度 の定 義を行 う,つ
ぎに,2,32項で予算制約 と期待収 益率制約が課 され た リクス最 小化問題 を述べ,
233項で 予算制約 と リス ク制約 が課 され た期 待収 益率 最大化問題 を述べ る.つ
ぎに,2.3、4項で予算 制約 と集中投 資度制約 が課 され た リス ク最適化問題 を述 べ,
2.3.5項で予算制約 とリス ク制約が課 された集中投資度最適化問題を述 べる.最 後
に,2.3.6項で予算制約 と不等 式集中投資度制約が課 された リスク最小化問題 を述
べる.
2.3.1リ ス ク と 集 中 投 資 度
本項 で は第2章 ～第4章 の解析 で用い る リス クと最適 ポー トフォ リオ の挙動 を
評価 する指標 を定 義する.ま た,投 資比率 ωt(i=1,2,…,N)のオーダーを調整
す るため に,予 算制約の再設定 も行 う.
空売 り規制 のない定常的 な取 引市場 でp期 間,期 首に定 めたポー トフォ リオufi
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を保有 する状況 を考 え,資 産 乞の期間 μの収益率 侮 を用いて リス ク9(④ を







で定 義 す る、ただ し,R.(副 は期 間 μの リタ ー ンを表 し,規 格 化 した収 益率 銑μ二
島,、一 ア,と要 素 琶,コが
い
み,一弄 Σ 脳 μ,
μ=1
(2.12)
と な るWishart行 列 」={」 、ノ}∈RNxNを 用 い た[6,34].また,Wishart行 列 」
は収益 斬 列x-{鍋 ∈RN×・を用い て 」-XXTと 表 す ことがで きる・式
(2.11)のリス ク9@)は 式(1.10)のリス ク9@)=(R@)-E[R@)])2をP期 間 に
拡 張 した リス ク と捉 え る こ とが で きる.つ ぎに,予 算 制 約 の再 設定 を行 う.式(L9)
の 予算 制 約 で は,資 産 数1>が 大 き くな るほ ど投資 比 率w,。(i=1,2,…,N)の値 が
小 さ くな って しま う.そ こで,投 資 比 率uコtσ=1,2,…,N)の オ ー ダ ー が0(1)




で設定す る.た だ し,式 〔2ユ3)の予算制約 は現実の投資 に影 響を与 えない ことに
留意 されたい(付録B参 照).さらに,ポ ー トフォ リオ ㊥ の挙動 を評価 す る指標 と





で定義す る[20】.集中投 資度qwは 式(213)の予算 制約 か ら
qth+-1一麦シ ー(鎗 り2
=v[u,], (2.15)
となるため,ば らつ き具合(分散)を表す指標 と して解釈 する ことが できる.さ ら
に,集 中投 資度 σ、,は以 下の性質 を持 つ.
。各銘柄 に均 等に投資をす る場合(均等投資型)
どの銘柄 にも均等に投 資をす る場合,す なわち 面=〔1,1,…,1)Tである とす
る と式(2ユ4)の定義 よ り,集 中投資度qwは1と なる.
。特 定の銘柄 に集 中 して投資 をす る場 合(集中投資型)
特定の銘柄 に集 中して投資 をす る場合,例 えば,7ひ=(N,O,…,O)Tである と
す る と式(2.14)の定義 よ り,集 中投資度 免 はNと な る.
以 上か ら,投 資形態 が均等投資型に近 づけぼ,集 中投資度q.は1に 漸近 し,集 中
投 資度 型 に近 づ けば,集 中投 資度q,,,は1から遠 ざか るこ とが分か る.ま た,式
(2.15)からqw≧1で ある.
2.3.2予 算 制 約 と 期 待 収 益 率 制 約 が 課 さ れ た リ ク ス 最 小 化 問 題
本項では予算 制約 と期待収益 率制約が課 された リクス最小化問題 を定式化する.
この問題 を233項 のポー トフォ リオ選択問題D1に 対 して主問題 とす る.
空売 り規制 のない定常 的な取 引市場 でp期 間,期 首に定めたポー トフォ リオ ゆ
を保有 する状況 を考 える.目 的関IS(Hp,(④は式(2,11)のリス クで与 え られ,制




を用い る.た だ し,Rは 期待 収益率 を規定す る係数で あ る.ま た,収 益率 轟μは
E匡μ]=ri,V[島μ]=1となる確 率分布に したがい,期 待収益率TtはE囲=m,
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y匿]=σ2と な る確 率 分 布 に した が う とす る.さ らに,最 適 ポー トフ ォ リオ げ が
一意 に定 ま る よ うに α>1と す る.こ の と き,ポ ー トフ ォ リオ 選択 問 題P1は 以
下 で与 え られ る.




さ らに,式(2.13)の予 算 制 約 と式(2.16)の期 待 収 益 率 制 約 を用 い て ポ ー トフ ォ リ
オ 苗 の実 行 可 能 部 分 空 間 γレp1を以 下 で 定 義 す る.
Wp・ 一{面 ∈RNe」Tdi--N,7'TIV-NR}.(2.18)
た だ し,ア=(fr・1,T・2ド・,'r・N)∈RNを用 い た.こ れ よ り,予 算 制 約 と期 待 収 益 率 制




で与 え られ る.先 行研 究[23]では,レ プ リカ法 を用 いて 式(2,19)の最小 リス ク εn、h、
を以 下 の よ う に求 め て い る.
(2.20)E…n-2(1+ a2り α>L
ただ し,α ～0(1)であ る 、 さ らに,こ の と き の集 中 投 資度g、,を
… α…1((R-7n1十σ2)2)α>1,












っ ぎに,予 算制約 とリスク制約 が課 された期 待収益率最大化問題 を定 式化す る.
この問題 は2.3.2項のポー トフォ リオ選択問題P1に 対 して双対 問題 となる.
空 売 り規 制のな い定常的 な取 引市場でp期 間,期 首 に定 めたポー トフ ォ リオ 塑
を保 有す る状況 を考 える.目 的 関数 究D1〔面)は式(1.8)の期待収益率で与 え られ,













を用 い る.た だ し,εo=穿 は予算 制約 の みが課 され た最小 リス クを表 し[20]・κは
リス クを規 定 す る係 数 で ある.ま た,主 問 題P1と 同様 に収 益 率 偽μは,E匿 μ]ニri,
γ匿 μ]ニ1と な る確 率 分 布 に したが い,期 待 収 益 率rtはE囲==nz,V匿]=σ2と
な る確 率 分 布 に した が う とす る.さ らに,最 適 ポ ー トフ ォ リオ 面*が一 意 に定 ま る
よ う に α=品>1と す る.こ の とき,ポ ー トフ ォ リオ 選 択 問 題D1は 以 下 で 与 え
られ る.
ポー トフ ォ リオ選択問題D1
maX究D1(1fi)
st.～プT/正了二 ノ>r
l曲 の 一 翫,。
2
(2.25)
さ らに,式(2.13)の予算 制約 と式(224)のリス ク 制約 を用 い て ポ ー トフ ォ リオ 毎
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の実行可能部分空間WD1を以下で定義する.





で与 え られ る・ 先 行 研 究[23]では,レ プ リカ法 を用 い て 式(2.27)の最 大 期 待収 益
E$lRm。xを以 下 の よ う に求 め て い る,
2κεoR
m。。=m+σ 一1α>1 .(2.28)α一ユ
さらに,こ の ときの集中投資度 σ,.を
%「 警等 α>1,(2・29)
と求 め て い る.一 方,OR的 手法 を用 い た最 大 期 待 収 益 率RORは
2κεo∫～OR
一 襯+σ 一1 ,(2.30)α
とな る.ま た,こ の と きの集 中投 資 度ggRは
99R-2κε・,(2.31)α
と な る.
2.3.4予 算 制 約 と 集 中 投 資 度 制 約 が 課 さ れ た リス ク 最 適 化 問 題
っぎに,予 算制約 と集 中投資度制約が課 された リスク最適化問題 を定 式化す る.
この問題 を23.5項のポー トフォ リオ選択 問題D2に 対 して 主問題 とす る.
空売 り規制 のない定常的な取引市場 でp期 間,期 首 に定め たポー トフ ォリオ 面
を保有す る状況 を考 える.目 的関}S(7tp,(面)は式(2.11)のリス クで与 え られ,制
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約条件 は式(2.13)の予算制約 と集 中投資度制約:
へ
Σ 昭 翫 〔2・32)
t=⊥
を用 いる.た だ し,7は 集 中投 資度を規 定す る係 数で ある.集 中投資度 はポー ト
フォ リオ 面のば らつ き具合 を表 す指標で あるため,例 えば,分 散投資 を したい場
合 は,Tを 小 さい値 に設定す る.一 方で,集 中投 資を したい場合 は,τを大 きい値
に設定す る.収 益率 」ψ はE匿 μj=ri,レ匿 μ1=1となる確率 分布 に した が うと
す る.こ の とき,ポ ー トフォ リオ選択 問題P2は 以下で与 え られ る.









さ らに,式 〔2.13)の予算制約 と式(232)の集中投資度制約 を用いて ポー トフォ リ
オ 面の実行可能部 分空間Wp2を 以下で定義す る.
W。 、一{面 ∈RNIざ 「面 一N,面T面 一N7}. (2.35)









で与 え られ る.先 行 研 究[21]では,レ プ リカ法 を用 い て 式(2,36)の最 小 リス ク εmi.

















2.3.5予 算 制 約 と リス ク 制 約 が 課 さ れ た 集 中 投 資 度 最 適 化 問 題
っぎに,予 算制約 とリス ク制約が課 され た集中投資度最適化問題 を定 式化す る.
この問題 は2.3.4項の ポー トフォ リオ選択問題P2に 対 して双 対問題 とな る.
空売 り規 制のない定常 的な取 引市場でp期 間,期 首に定めたポー トフォ リオ 面
を保有 する状況 を考 える,目 的関}S(7-tD2(励は
聴)一 毒,(2.41)
t;1













を用 い る.た だ し,ε。≧0か ら α≧1で あ る.ま た,収 益 率 島μは 主問 題P2と 同
様 にE匿 μ]…r,,V[記剥=1と な る確 率 分 布 に した が う とす る.こ の と き,ポ ー
トフ ォ リオ 選 択 問題D2は 以 下 で 与 え られ る.
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さ らに,式(2.13)の予算制約 と式(2.32)の集中投 資度制約 を用 いてポー トフォ リ
オ 泌の実行可能部分空間Wp2を 以下で定義す る.
Wm十RN挿 一NK・}(245)
これ よ り,予 算制約 とリスク制約 が課 され た最 大集 中投資度(lw,,、。.と最小集 中投
資度% ,_は
2




で 与 え られ る.先 行 研 究[24】で は,レ プ リカ法 を用 いて 式(2.46)の最 大 集 中 投 資
度qw,maxと式(2.47)の最 小 集 中投 資 度qw.mmを以 下 の よ うに求 め て い る.
(>x7a・T:rc+VE-=-i)2α≧1,(2.48)qw,max=
α 一1





















さ ら に,ポ ー トフ ォ リ オ 面 の 実 行 可 能 部 分 空 間Wp2ユ ユ と 実 行 可 能 部 分 空 間
)IVp2.1,2を以 下 で 定 義 す る.














で 与 え られ る.先 行 研 究[21]では,レ プ リカ法 を用 いて 式(2.55)の最 小 リス ク εmin





















第3章 で は2.3節で定 式化 した ポー トフォリオ選択 問題 をラ ンダム行 列理論 を
用 いて解析 し,レ プ リカ法 を用 いた結果 を厳密 に検 証す る.さ らに,OR的 手法
を用 いた結 果 と比較 を行 う.
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第3章 ランダム行列理論 を用いた最適化
本章では ランダム行列理論 を用 いた最適 化を述 べる.は じめに,3,1節で期待収
益率 とリス クを用いた主双 対問題 を述べ る.本 節で あつか うポー トフォ リオ選択
問題 は232項 のポー トフォ リオ選択問題P1と2.3.3項のポー トフォ リオ選択 問
題D1に 対応 してい る.つ ぎに,3.2節で集中投資度 と リス クを用 いた主双対問題
を述べ る.本 節であつ か うポー トフォ リオ選択 問題 は2.3.4項のポー トフォリオ選
択問題P2と2.3.5項のポー トフォ リオ選択 問題D2に 対応 して いる.最 後 に,33
節で不等 式制約 を用いた ポー トフォリオ選択問題 を述べ る.本 節 であつ か うポー
トフォ リオ選択問題 は2.3.6項の ポー トフォ リオ選択問題 に対応 してい る.ま た,
本章であつか う全てのポー トフォリオ選択問題 は23節 で定式化 されて いるため,
問題設定 は省 略す る.表3.1は第3章 で解析す るポー トフォ リオ選択 問題 をま と
めた表で ある.た だ し,表 中の不等 式集 中投資度制約1と 不等 式集 中投 資度制約
2はそれぞれ,ポ ー トフォ リオ選択問題P21.1とポー トフォ リオ選択 問題P2.12
に対応す る.
表3.1第3章 で解析 す るポー トフォ リオ選択問題
予算制約と期待収益率制約が
課 された リスク最小化問題 P.17～ P.27～ [23]
予算制約とリスク制約が
課された期待収益率最大化問題 P.19～ P,32～ [23]
予算制約 と集 中投資度制約が
課 された リスク最小化問題 P.20～ P.36～ [21β1]
予算制約 とリスク制約が
課 された集中投 資度最大化問題 P.22～ P.42～ [24β1]
予算制約 と集 中投資度制約が
課 された リスク最大化問題 P。20～ P.36一 [21,31]
予算制約 とリスク制約が
課 された集中投 資度最小化問題 P.22一 P.42～ [24β1]
不等式集中投資度制約1が
課 された リスク最小化問題 P.24～ P.49～ [21,31]
不等式集中投 資度制約2が
課 された リスク最小化問題 P.24～ P、49～ [21,31]
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3.1期 待収益率 と リスクを用いた主双対問題
本節 では期待収益率 とリス クを用 いた主双対問題 を述べ る.は じめに,3.L1項
で予算制約 と期待収益率制約が課 された リスク最小化問題 を述べる.つ ぎに,3、1.2
項 で予算制約 と リス ク制約が課 された期待収益率最大化問題 を述べ る.
3.1.1予 算 制 約 と期 待 収 益 率 制 約 が 課 さ れ た リス ク 最 小 化 問 題
ラ ンダム行列理論 を用いた最適化 では,最 適 値 を導 出す るため にLagrange未
定乗 数法 を用い る.は じめ に,Lagrange関数 を定 義 し,最 適性 の条件 を用 いて
Lagrange双対 関数 を作 る.そ の際,Lagrange双対 関数 に含 まれ るモーメ ン トが,
資産数 が無 限大の極 限で一定 の値 に収束す ることをランダム行列理論 を用いて示
す.そ して,最 小 リスクを解析的 に導出 し,レ プ リカ法を用 いた理論 値 を厳密 に
検証 する.さ らに,OR的 手法を用 いた理論値 と比較 し,考 察 を述べ る.








を得 る.こ れ よ り,Lagrange双対 関数 £N@*み θ)-mlndi∈RNLN〔函瓦 θ)は,以
下 で 与 え られ る.
乙N瞬 θ)一一誓(♂寿1りk・-N('寿'i)ke-1¥(〆寿り 〆
十八rk十ノ>Rθ.(3.3)




モ 一ー dメン トの 評 価1
は じめ に,e":tlf±eJ'e'につ い て考 え る.収 益 率 行 列Xは 特異 値 分 解 を用 い て,X==
UDVTと 表 す こ とが で き る.た だ し,U={UiJ-}∈RN×NとV={V,ゴ}∈RP×P




一陰 書罵鎗 脚(λ一卿 (3,4)
と表す ことがで きる.ただ し,3行目でデルタ関数の性質:f(の=戯!@)δ@一 の
を用いた.さ らに,資 産数1Vが無限大 の極 限では,固 有 ベク トルの要素が したが
う分 布 や漸 近 固有 値 分 布 が,自 己平 均 性 を満 たす よ うに,ゴ 鰐 δも 自 己平 均 性 を







で与 え られ る.た だ し,ρ(λ)=limN→。。肯 Σ 盛1Ex[δい 一 λ∂]は漸 近 固 有値 分 布
を表 し,S(θ)はStieltjes変換 を表 す(付 録A.3参 照).ま た,E[U「ゴォσ副=lfδ」,を
用 いた(付 録A.2参 照).δ卿 は 」=kの と きに1と な り,そ れ 以外 は0と な る 関数
で あ る,こ こで,収 益 率 行列Xの 定 義 か ら,ρ(λ)はMar6enko-Pastuエ則 で与 え ら









で 与 え られ る.た だ し,e→0<(1-viEi)2か ら,c=-1を 用 い た(付 録A.3参
照).同 様 に,limN→。。e"LftJir一と1imN→。。戸 寿1デは
概 誓1ヂー概 恥[業1『


















とな り,Lagrange乗数 鳶,θに 関す る最 大 化 問 題(Lagrange双対 問題)に 帰着 す る.
さ らに,制 約条 件k,θ∈Rで 最 適 性 の条 件 潭創 妥'刷=∂ ε黛 の ニO,∂恥 嘉'刷 二
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と求 まる・ この結果か ら,レ プ リカ法を用 いた式(220)の理論値 と一致 するこ と




こ こで,前 述 と同様 に式(3.13)に含 まれ る モー メ ン ト'涛2ど,ぎ「炉F,ド 涛2Fのふ
る まい に つ い て考 え る.
モーメン トの評価2















で 与 え られ る.同 様 に,limN→ 。。評紆2デとlimN→。。戸 紆2Fは
で与 え られ る.
e'q]」-2デ 　 　　












と求 まる.こ の結果か ら,レ プ リカ法 を用 いた式 〔2.2:)の理論値 と一致 す ること
が確 認で きる.
圏
以下の理論値 の妥 当性 は数学的 に厳密 に保証 され る.








最 後 に,OR的 手 法 を用 い た理 論 値 と比 較 す る.は じめ に,リ ス ク に 関 して 式





この関係 式 か ら,OR的 手 法 を用 い た 最小 期 待 リス ク εORは,現 実 の投 資 で負 う最
小 リス ク εmi,,よりも大 きい こ とが分 か る.さ らに,機 会 損 失(OpportunityLoss:







とな る.例 え ば,α=2の とき,最 小 期 待 リス ク εORは最小 リス ク εmi.よりも2倍
の リス ク を負 う こ とが分 か る.さ らに,機 会 損 失 は αが1に 近 い ほ ど大 き くな り,
逆 に αが 無 限 大 の極 限で1に 漸 近 す る.一 方 で,集 中投 資度 に関 して 式(2.23)の
集 中投 資 度g3Rと 式(3.17)の集 中投 資 度 蜘 か ら,以 下 の 関係 式 が成 り立 つ.
　せq
w>q,1,・ (322)
この関係式か ら,最 小 リスク εmi。で投資 を行 うためには,OR的 手法 を用 いた最
適ポー トフォ リオ 瀞ORよりも集 中投資を しな ければな らない ことが分か る.
3.1.2予算制約と リスク制約が課 された期待収益率最大化問題
本 項 で は3.1.1項と同様 に最 大 期待 収益 率 を解 析的 に導 出 し,レ プ リカ法 を用 い
た理 論 値 を厳 密 に検 証 す る.さ らに,OR的 手 法 を用 い た理 論 値 と比 較 し,考 察
を述 べ る.そ して,3.L1項の結 果 を ふ まえ て 主 問題 と双 対 問 題 の 関 係 を述 べ る.
2.3,3項の ポー トフ ォ リオ最 適 問題D1に 対 して,Lagrange関数 £N(宙,13,ψ)を
以 下で 与 え る.









を 得 る.こ れ よ り,Lagrange双対 関 数LN〔 げ,h,ψ)=max、"∈RN£N@,h,g)は,
以 下 で 与 え ら れ る.




こ こで,前 述 と同様 の 議 論 か ら,式 〔3.25)に含 まれ る モ ー メ ン ト'紆16,'紆1『,
戸紆1デは,資 産 数 ノVが無 限 大 の極 限 で式 〔3,6),式(3.7),式(3.8)に収 束 す る.こ
れ よ り,予 算制約 と リスク制約 が課 され た最大期待収益率Rmaxは
1








と な り,Lagrange乗数 ん,ψに関 す る最 小 化 問題 〔Lagrange双対 問 題)に 帰 着 す る.
た だ し,2行 目でMarこenko-Pastur則の性 質:λ,≧OVi∈{1,2,…,N}を 用 い て,
式 〔323)の制 約 条件 λi{te≧OVvl∈{1,2,一・,N}をg≧0に 置 き換 え た 〔付 録A.1
参 照).さ らに,制 約 条 件h∈R,g≧0で 最適 性 の条 件:OLN(蕩≡『",tP)=撃=0,













-m+σ 差讐 一1a>1 ,(3・29)
と求 まる.こ の結 果 か ら,レ プ リカ法 を用 いた 式(2.28)の理 論値 と一 致 す る こ と




こ こ で,前 述 と同 様 の 議 論 か ら,式(3.30)に 含 まれ る モ ー メ ン トet"-lfLg・J2e-,9"t-IStt・」2・一,
ド奔2アは
,資 産 数Nが 無 限 大 の 極 限 で 式(3,14),式(3.15),式(3.16)に収 束 す る.






と求 まる.こ の結 果 か ら,レ プ リカ法 を用 い た 式(2.29)の理 論 値 と一 致 す る こ と
が確 認 で きる,
團
以 下 の理 論 値 の妥 当性 は数 学 的 に厳 密 に保 証 され る.











つ ぎに,OR的 手法 を用いた理論 値 と比較す る.は じめ に,期 待収益率 に関 し
て式(2.30)の最大期待 収益率RORと 式(3.29)の最 大期 待収 益率Rm餅 か ら,以 下
の関係 式が成 り立つ.
R_>ROR. (3.34)
この関係 式か ら,OR的 手法 を用いた最大期待収益率RORは,現 実 の投資 で得 ら
れる最大期待収益率Rmaxよりも小 さいことが分か る.一 方で,集 中投資度 に関 し
て式(231)の集 中投資度 ¢9Rと式(3.30)の集 中投資度qwか ら,以 下 の関係 式が成
り立 つ,
q.〉 可3R. (335)
この関係 式か ら,最 大期待収益率1ヒm砥をえるため には,OR的 手法 を用 いた最適
ポー トフォ リオ 宙ORよりも集中投 資 をしなけれ ばな らない ことが分か るt
最後に,3.1.1項の結果 を踏 まえて主問題 と双対 問題 の関係 を述 べ る.式(329)
の最大期待収益率Rm。xをκに関 して解 くと
嶋 …1(1+(等mり・ (3,36)
とな る.こ れ よ り,リ ス ク ε=κ*ε。は式(3.12)の最 小 リス ク εn、mと一致 す る.つ
ま り,あ る リス ク ε*に対 して 最 大 期 待 収 益 率Rm雌(εり を求 め た と き,そ の 期 待
収 益 率1記*=Rm。x(ε*)では,リ ス ク ♂ が 最 小 で あ る.さ らに,式(3,36)のげ を
代 入 した式(3.27>のが と式(3.28)のヴ が,式(3.10)の起 と式(3.11)のθ'とそ
れ ぞ れ 一致 す る こ とか ら,主 問題 の最 適 ポ ー トフ ォ リオuTIS'=」-i(蹴δ+θ*め と




3.2集 中投資度 と リスクを用 いた主双対 問題
本節では集 中投資度 と リスク を用 いた主双対問題 を述べ る.は じめ に,32.1項
で予算制約 と集中投資度 制約 が課 された リスク最適化問題 を述べる.つ ぎに,3.2.2
項 で予算制約 とリス ク制約 が課 され た集 中投資度最適化 問題 を述べ る.
3.2.1予 算 制 約 と 集 中 投 資 度 制 約 が 課 さ れ た リ ス ク最 適 化 問 題
本項では3.1.1項と同様 に最小 ・最大 リスクを解析的 に導出 し,レ プ リカ法を用
いた理論値 を厳密 に検証 する.さ らに,OR的 手法 を用 いた理 論値 と比較 し,考
察 を述べ る.
は じめに,最 小 リスクを導 出す る.2.3.4項のポー トフォ リオ最適問題P2.1に




た だ し,制 約 条 件 θ≦ λtはLagrange関数 均 〉@,k,の が 下 に 凸 で あ る こ と を保 証
す る条件(ヘ ッセ行列 が半正定値行列)であ る[38].最適性の条件:∂恥 締 刷 二 〇
か ら
げ 訥(」 一 θ∫N)一'δ,(3.38)
を得 る.た だ し,玩 は単位 行 列 を表 し,」一θJNは制 約条件 θ≦ λ,∀z∈{1,2,…,1V}
か ら正則 行列 で あ る.こ れ よ り,Lagrange双対 関数 乙N@、k,θ)=mm涙RN乙N@,k,θ)
36
は,以 下 で 与 え られ る.
乙N瞬,θ 〉 一 一警2(eTT(J一浮∫N)-Lり+脇 学 醐
こ こで,式(339)に 含 まれ るモ ー メ ン ト'(」一寿N)-L"Oふる まい につ い て 考 え る・
モー メン トの評価3
モ ー メ ン トの 評 価1と 同 様 の 議 論 か ら,liMN→。。flT±.(J一影N〕-1εは
ガ(」 一浮∫N)-1δ一 二 鶏dλ
=5ド(θ),(3.40)
で与 え られ る.つ ま り,資 産 数1Vが 無 限 大 の極 限 でStieltjes変換3(θ)に 収 束 す
る(付eqA.3参照)、 これ よ り,予 算 制 約 と集 中 投 資 度 制 約 が課 され た最 小 リス ク
εmi。は
1







と な り,Lagrange乗数 鳶,eに関 す る最 大 化問 題(Lagrange双対 問 題)に 帰 着 す る.
た だ し,2行 目で 制約 条 件 θ≦ λ`Vi∈{1,2,…,N}をθ≦ λmhi=minl≦i≦Nλtに
置 き換 え た.ま た,最 小 固有 値 λminはMarこenko-Pastur則か ら
Amin-{11一㌔
〈1・ 〔3・42)





を得 る.以 降 式(3.42)の最 小 固有 値 λmi。か ら,(i)α≧1と(ii)0<α<1の 場
合 に分 けてLagrange乗数 θ牢=argminθ≦λ_s(航 θ)を議 論 す る.
(i)α≧1の 場合
は じめ に,α ≧1の 場 合 につ い て考 え る.こ の範 囲で最 小 固有値 λmi.=(1-〉石)2
と な る.こ の と き,制 約 条 件 θ≦ λmi。で 最 適 性 の 条 件:∂ £M蕩 濯 β〕=∂91(Sli-1!vkgTe)=0




で 与 え られ る.た だ し,Stidtjes変換S(θ)に 含 ま れ るcに 対 し てc=-1と し た
(A.3参照).こ の と き,式(3.41)の 最 小 リ ス ク εmil、は
εmin=ε(k㌔ θり
鑑(1十 丁θ‡s(θ*))




次 に,0<α<1の 場 合 に つ い て 考 え る.こ の 範 囲 で 最 小 固 有 値i)tiT,ii、=0とな
る.こ こ で,θ=λmi、 に お け る リス ク ε(酵,の の 傾 き は,以 下 で 与 え られ る.
lim∂ ε(岡 一limθ 一1一 α+Z-⊥
e→・)L・nitL∂ee→ ・'t・・in4(θ一1一 α)・-4α24
α 十1T1





こ れ よ り,1irne→A,。i.∂E讐11θ)≦Oのと き,つ ま り α ≧ 亭 で は 式(3.44)のLagrarlge
乗 数 θ串が制 約 条件 θ*≦λmi、を満 たす た め,式 〔3.41)の最 小 リス ク εmi.は式(3.45)
で 与 え られ る.一 方 で,lime→λ、ni.響>0の と き,つ ま り,α<亭 で は θ=0




と な る.以 上,(iXii)からLagrange乗数e*・=argmaxe≦λmi.ε(耐,θ)は
ゲー{評 例 π㌔ 誌,





と求 まる.こ の結 果 か ら,レ プ リカ法 を用 い た 式 〔2.38)の理 論 値 と一 致 す る こ と
が確 認 で きる.
つ ぎに,最 大 リス クを導 出 す る.23.4項の ポ ー トフ ォ リオ 最 適 問 題P2.2に対




た だ し,制 約 条 件 θ≧ λ{はLagrange関数 乙N@,k,の が 上 に 凸 で あ る こ とを保証
す る条 件(ヘ ッセ 行 列 が 半 負 定 値 行 列)で あ る[38].前述 と同様 の 議 論 か ら,予 算
39
制約 と集 中投資度制約が課 され た最大 リス ク εm。.は
工εm・・=蝕 痴譜鑑 許P・@)
1
㍉ ∈識_海 捕 £N(覗,θ)
㍉ 、鵬_ε(刷 ・(3・51)
と な り,Lagrange乗数 鳶,θに 関 す る 最 小 化 問 題(Lagrange双対 問 題)に 帰 着 す る .
た だ し,2行 目 で 制 約 条 件 θ ≧ λi∀i∈{1,2,…,N}を θ≧ λmax=max1〈i〈iVλiに
置 き換 え た.ま た,最 大 固 有 値 λm。.はMareenko-Pastur則か ら λm。.=(1+轟)2
で与 えられ る(付録A.1参照).さ らに,最 適性 の条件:∂恥 妥 刷=響=0か
ら式(3.43)のLagrange乗数 ゼ を得 る.ま た,α>0に 対 して制 約 条 件 θ≧ λ皿。x




で与 え られ る.た だ し,Stieltjes変換5(θ)に 含 まれ るcに 対 してc=+1と した
(付録A3参 照).し た が って,式(3.51)の最 大 リス ク は
εmax=ε(k㌔ θ*)
-1(5渉)+の
一 ατ+T-1+ノ α7(τ一1)α 〉 ・,(3.53)





予算制約 と集 中投資度制約 が課 された最小 リス クεmin:
一一{讐 ㏄㌦ 誌 (3.54)





最 後 に,OR的 手 法 を用 い た理 論値 と比較 す る.リ ス ク に関 して式 〔2.40)のリ
ス ク εORと式 〔3.49)の最小 リス ク εmi。,式(4.53)の最 大 リス ク εma)cから以 下 の関
係 式 が成 り立 つ.
εmi。≦ ε。R≦ ε_. 〔3.56)
た だ し,等 号が成 り立つの は7=1の ときで ある.こ の関係 式か ら,OR的 手法
を用いた リス ク εORは現実の投 資で負 う最小 リスク εmi。よ りも大 きい ことが分か
る.ま た,集 中投資度7ニ1の とき,つ まり全ての資産 に均等 に投資 を している




で与 え られ る.こ の とき,式(3.37)のLagrange関数 乙N(の,k,θ)の定 義 か ら,θ=0
は 予算 制 約 の み が 課 され た最 小 リス ク に対 応 す る こ とが 分 か る.そ こで,εmir、=




とな り,先 行研 究[20]の結果 と整合性が取れて いることを確 認で きる.
國
ランダム行列理論 を用 いたポー トフォ リオ最適化解析 では,2.3節のポー トフォ
リオ選 択問題 をLagrange双対問題 に置 きi換え,Lagrange双対関数 を最 適化す る
ことで元 の問題 の最適値 を導出 している.こ の とき,Lagrange双対 問題 の最適値
と元 の問題 の最適値 が一致す るか(双対 ギ ャップが0に なるか)が争点 となる.両
問題 の最適値が一致 するための必要十分条件は,Lagrange関数に鞍点 が存在す る
ことであ る[38].2.3.4項の ポー トフォ リオ選択問題P1を 例 にあげる と,以 下 の
式を満 たす ポー トフォ リオ げ とLagrange乗数 鷺,θ*が存在す るこ とで ある.
ZN(げ,k,θ)≦Ll>(♂,k*,θ*)≦4N@,k*,θり. (3.59)
資産 数Nが 無 限 大 の極 限で ポー トフ ォ リオ 塑*とLagrange乗数 ん*,θ*は,式(3.2)
と式(3.10),式(3,11)で与 え られ るた め,鞍 点 が存 在 す る こ とが 分 か る.つ ま り,
元 の問 題 の 最適 値 とLagrange双対 問 題 の 最 適値 が一 致 す る.ま た,ポ ー トフ ォ リ
オ選 択 問題P1に 限 らず,2.3節の全 て の ポー トフ ォ リオ選 択 問 題 で 最 適 値 が 一 致
す る.
3.2.2予 算 制 約 と リス ク 制 約 が 課 さ れ た 集 中 投 資 度 最 適 化 問 題
本 項で は3.Ll項と同様 に最 大 ・最 小集 中投 資度 を解析 的 に導 出 し,レ プ リカ
法 を用い た理論値 を厳密 に検 証す る.さ らに,OR的 手 法を用いた理論 値 と比較
し,考 察 を述べる.そ して,32ユ項の結果 をふ まえて主問題 と双対 問題 の関係 を
述べ る.
は じめに,最 大集 中投資度を導出す る.2、3.5項のポー トフォリオ最適問題D2.1
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た だ し,制 約 条 件g-1λi≧1はLagrange関 数 乙κ@,h,V))が上 に 凸 で あ る こ と を保
証す る条件(ヘ ッセ行列が半負定値行列)である[38】.最適性 の条件 ∂砺器 九詞=0
か ら
塑兆二h(」-glN)-1δ,(3.61)
を 得 る.こ れ よ り,Lagrange双対 関 数 £N〔1"*,ん,ψ)=max面∈RNLN(凪 ん1切 は,
以 下 で 与 え られ る.
LN剛 一 鼎 ≒ ∫N)dδ)÷学(362)
こ こ で,前 述 と 購 の 議 論 か ら,式 〔3.62)に含 ま れ る モ ー メ ン トe'T(」一睾 ・)『1εは,
資 産 数Nが 無 限大 の極 限 でSt,ielt.ies変換3@)に 収 束 す る.こ れ よ り,予 算 制 約











と な り,Lagra皿ge乗数 ん,¢に 関 す る 最 小 化 問 題(Lagrange双対 問 題)に 帰 着 す る.
た だ し,2行 目 でMar6enko-Pastur則の 性 質:λi>OW∈{1,2,…,?〉}を 用 い て,
式(3.60)の制 約 条 件P一 ユλi≧1Vi∈{1,2,…,1>}を0≦q≦)tllliTtに置 き換 え た.






を え る.以 降,Lagrange乗 数 ψ*=argminO≦ 望 ≦ λrninqw(h',q)につ い て 議 論












で あ る.さ らに,式(3.65)を満 た す ゲ は
tyl一α(α+(暮≡{銑z≒諾 矯 弁一'),
ツ蒼 ψ+(瀞 〔i⊇罧 矯}κ 一1)・
(3.67)
(3.68)
で 与 え られ る.ま た,制 約 条 件0≦q≦ λmi.はツを用 いて2VEI≦ty≦1+α と
表 す こ と が で き る.こ の と き,式 〔3.67)と式(3.68)のゲ の い ず れ かが 制 約条 件
2v価≦ ゲ ≦1+α を満 たせ ぼ,そ の ゲ に対 してLagrange乗数 ¢=1+α 一ty*
が%(ゲ,④ を最 小 化 す る.そ こで,制 約 条 件 を満 たす ゲ を考 え る.そ の た め に,
式(3.65)の左 辺:f(7)と右 辺:g(の の概 形 を考 える.f(7)は原 点 に対 して点 対
称 で あ り・lim,→土..響 一 一1と な る・ つ ま り,イ頃き 一1の 直 線 に漸 近 す る・一 方
で ・9(7)は管 藷(<2VEE)で 潮 と交 わ る・ また ・9ω の傾 き は 「 、,1-;il:ai,2)一、)
で与 え られ る.こ こで,∫(の と 灰 の の概 形 を 図3.1に示 す.① はg(nt)の傾 きが








































































〔i)9(の の 傾 き 〈-1(ii)9(の の傾 き 〉-1
図3.1ノ(7)とg(の の概 形
制 約 条 件 の範 囲 を灰 色 で表 す.図3.1か ら,制 約 条 件2>優 ≦ ゲ ≦1+α を満 た す
ダ=礎 と分 か る.こ れ よ り,hgrangc乗数 ψ*=argmino≦p≦λ_qw(h',q)は
q'=1十 α一7f
(κ一 ακ(κ一1))(κ 一1一 ακ(κ一1))
(3.69)(α
κ 一a -1)(κ+詣)'






と求 まる.こ の結果 か ら,レ プ リカ法 を用いた式 〔2.48)の理論値 と一致す るこ と
が確 認で きる.
つ ぎに,最 小集 中投資度を導出する.23.5項の ポー トフォリオ最適問題D2.2に
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ただ し,制 約条件 甲一1λ1≦1はLagrange関数 乙N@,h、g)が下に凸であ ることを
保証する条件(ヘッセ行列が半正定値行列)である[38」.前述 と同様 の議論 か ら,予








とな り,Lagrallge乗数1',gに 関 す る 最 大 化 問 題(Lagr乱11ge双対 問 題)に 帰 着 す る.
た だ し,2行 目 でMar6eiユko-Pastur則の 性 質:λ2>OVi∈{1,2,…,N}を 用 い て,
式(3.71)の制 約 条 件g-iλ,≦1Vi∈{1,2,…,N}をep≦0,g≧ λm。xに置 き 換 え
た,ま た,最 大 固 有 値 λ1。、はMarこenko-Pastur則か ら λm。.=(1+-N/'EE)2で与 え ら
れ る(付 録A.1参 照).さ ら に,最 適 性 の 条 件=∂LN〔ili/1-1tsse;!'h,cp)=∂9携,望)=0から式(3.64)
のLagrange乗数 ん*を得 る.以 降,Lagrange乗数 グ=argma㍉ ≦o,陀λ,,、。xqw(h*,g)
について灘 する・はじめに,最適性の条件 ・聯 害診嗣 一∂喋 岬L・ から式
(3.67)と式(3.68)のゲ を え る.ま た,制 約 条 件gct≦O,q≧ λ1。。.はツ を用 い て
7≦-2>価,ッ ≧1+α と表す こ とが で き る、 こ こで,前 述 と同様 の議論 か らf(7)
と9("y)の概 形 を 図3.2に示 す.(i)は9(7)の傾 きが 一1よ り小 さい場 合 を表 し,(ii)
はg(7)の傾 きが 一1よ り大 きい場 合 を表 す.ま た,制 約 条 件 の範 囲 を灰 色 で 表 す.
図32か ら,制 約 条 件 ゲ ≦-2>石,ゲ ≧1+α を満 た す7*=71と 分 か る.こ れ
よ り,Lag・ang・乗 数 ヴ=a・g・naXq≦。,v≧λ,liaxqw(h*,v)は





















































































とな る.た だ し,κ ≦ 嵩 の と き,制 約 条 件(p*≦0を 満 た し,κ ≧ 農 の と き,





α 一1)2α 〉 ・,(3.74)
と求 まる.こ の 結 果 か ら,レ プ リカ 法 を用 い た 式(249)の理 論 値 と一 致 す る こ と












っぎに,OR的 手法 を用 いた理論値 と比較 す る.集 中投資度 に関 して式(2.50)の
集中投資度q2Rは,式(3.70)の最大集 中投資度qw,m。xや式(3,74)の最小集 中投資
度qw,minと異なる ことが分 かる.例 えば,あ る リス クに対 して集 中投資度 を最大
化 したい(投資対象 をで きるだ け少な くしたい)場合
む　q
w,m乱x>qab, 〔3.77)
である ことか ら,OR的 手法 を用いたポー トフォ リオ 面ORは,現 実の投資で存在
する最適 ポー トフォ リオ げ よ りも分散投資 している.し たが って,当 初 の 目的 で
あ る集 中投 資度 の最大化 を達成で きていない こ とが分か る.一 方で,あ る リス ク
に対 して集 中投資度 を最小化 したい(投資対象 をで きるだ け多 くしたい)場合 も,
OR的手法 を用 いたポー トフォ リオ宙ORは,現実 の投 資で存在す る最適 ポー トフォ
リオ げ とは異な るため,集 中投資度 の最小化 を達成 で きていない ことが分か る.
最後 に,32.1項の結果 をふ まえて主問題 と双対問題 の関係 を述べ る.は じめに,






とな る.た だ し,α>1と す る.こ れ よ り,リ ス ク ε=κ*εoは式(3.49)の最 小 リ
ス ク εmi、、と一致 す る.つ ま り,あ る リス ク ♂ に対 して 最 大 集 中 投 資 度q叫m。x(εっ
を求 め た とき,そ の集 中投 資 度 ザ ニqw,,n。.(♂)では,リ ス ク ♂ が 最 小 で あ る.一
方 で,最 大 リス ク εm。.と最 小 集 中投 資 度qw.mi.につ い て,式(3.74)の最 小集 中 投
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資 度 σ叫minを κ 関 し て 解 く と
*Ctqw,rnin十qw,min-1十2cvσ.,min(qw,min-1)(3 .79>κ 一 、
α 一1'
とな る.た だ し,α>1と す る.こ れ よ り,リ ス ク ε=べ εoは式(3.53)の最 大 リ
ス ク εm。、と一一致 す る.つ ま り,あ る リス ク ♂ に 対 して 最小 集 中 投 資El{qw,rnin(ε*)
を 求 め た と き,そ の 集 中 投資 度 骨==qw,min(εり で は,リ ス ク ♂ が最 大 で あ る.
3.3不 等 式 制 約 を 用 い た ポ ー ト フ オ リ オ 選 択 問 題
本 節で は32.1項と同様 の議論で,Karush-Kuhn-Tucker条件[38]を用いて最小
リス クを解析 的に導 出できるだ けことを示す.は じめに,不 等式制約 砧.≦τが課







た だ し,制 約 条 件 はKarush-Kuhn-Tucker条件 で 与 え られ る[38].最適 性 の条 件
∂£N藷刷 二 〇か ら,式 〔3,39)のポ ー トフ ォ リオ 面*を 得 る.こ れ よ り,前 述 と同











とな り,Lagrange乗数 鳶,θに関 す る最 大化 問題 〔Lagrange双対 問 題)に 帰 着 す る.
さ らに,最 適 性 の 条 件:∂ £N妥 ・刷=∂Ei(xgkk,eLOから,式(3,43)のLagrangc乗数 ん・
を 得 る.こ こ で,Lagrange乗 数 θ牢=argmaxθ≦oε(尾 θ)を 求 め る た め に,θ=0




は じめ に,α ≧1の 場 合 につ い て 考 え る.こ の 範 囲 で 式(3.82)の傾 き は
bL?o∂9-:(51iki'e)一;(丁÷), (3,83)
とな り,T=嵩(Tα= T-1)で正 負 が 入 れ 替 わ る・α ≧ 舌 の とき,式(3.83)の傾
き は正 とな るた め,リ ス ク ε(離,θ)はθ*=0で 最 大 とな る.こ の と き,式(3.81)




とな る・一 方で ・1<α<≠1の とき,制 約条 件 θ≦0で 最適 性 の条件:従M害;阿 の=
∂`讐1,θ)=0を 満 たすLagrallgc乗数 θ・が存 在 し,式(3 .44)で与 え られ る.こ の と
き,式(3.81)の 最 小 リス ク εmi.は式(3.45)の最 小 リス ク εmi.と一 致 す る.
(ii)o<αく1の 場 合
つ ぎ に,0<α<1の 場 合 に つ い て 考 え る.こ の範 囲 で 式(3.82)の傾 きは 式
(3・46)とな り,T=嵩(α=早)で 正 負 が 入 れ 替 わ る ・0<α ≦ 与 の と き,
式(3,46)の傾 き は正 とな るた め,リ ス ク ε(勘,θ)はぴ=0で 最 大 とな る.こ の と
き,式(3,81)の最 小 リス ク εn、i。は式 〔3.47)の最 小 リス ク ε。、i、1と一致 す る.一 方 で,
午 く α 〈1の と き,制 約 条 件 θ≦0で 最 適 性 の条 件:OLiv(害11脚)=・OE(ll・の=0
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を満 た すLagrange乗数 θ牢が 存 在 し,式 〔3.44)で与 え ら れ る.こ の と き,式(3.81)
の 最 小 リ ス ク εmh、は 式(3.45)の最 小 リス ク εmi1、と 一 致 す る ・ 以 上,〔iXii)から
Lagrange乗数 θ半=argmaxθ≦0ε(離,θ)は
ゲー{;+α　 嵩

















つ ぎ に,不 等 式 制約 伽 ≧ τが課 され た 最 小 リス ク を導 出 す る.2.3.6項の ポ ー
トフ ォ リオ選 択 問 題P2.1.2に対 してLagrange関数 乙N@,k,θ)を以 下 で与 え る.





た だ し,制 約 条 件 はKarush-Kuhn-Tucker条件 で 与 え られ る[38].最適 性 の条 件
∂`N舞刷 =0か ら,式(3.39)のポー トフ ォ リオ1fi'を得 る.こ れ よ り,前 述 と同
様 の議論 か ら,予 算 制約 と不等 式集 中投資度制約が課 された最小 リス ク ε皿inは
1
εm・・ 二 無
盛、鵯 、。万 堀 面)
1







とな り,Lagrange乗i数k,θに関 す る最 大化 問題(Lagrange双対 問 題)に 帰着 す る.
ただ し,2行 目で 制 約 条 件 θ≦ λiVt∈{1,2,…,N}を θ ≦ λmh、=min1<tくNλz
に置 き換 え た ・ また ・ 最 小 固 有 値 λmi.はMar6enko-Pastur則か ら,式(3 .42)で
与 え られ る.さ ら に,最 適 性 の 条 件=∂E!.y-19纂・ts,e2{ukke)=響=0から,式(3.43)の
Lagrange乗数 ん*を え る.以 降,式(3.42)の 最 小 固 有 値 λmi.から,(i)α ≧1と(ii)
0<α<1の 場 合 に 分 け てLagrange乗数 θ*=argmin。≦θ≦λni、.ε(ん㌔θ)を 議 論 す
る.
(i)α≧1の 場 合
は じめ に,α ≧1の 場 合 につ いて考 え る.こ の範 囲で最 小 固有値 λmi.=(1-〉砺)2
とな る.こ こで,前 述 と同様 の議 論 か ら,α ≧ 嵩 の と き,制 約 条 件0≦ θ≦ λmi.
で 最 適 性 の 条 件:撃=∂E審 ・θ)=0を 満 た すLagrange乗数 θ・が存 在 し,
式(3・44)で与 え られ る ・ こ の と き,式(3.88)の 最 小 リス ク εmh、は 式(3.45)の最 小
リス ク εminと一 致 す る.一 方 で,1<α 〈 ≠1の と き,リ ス ク ε(た,e)は θ*=Oで
最 大 と な る ・ この と き,式(3.88)の 最 小 リ ス ク εmi、、は 式(3.84)の最 小 リ ス ク εmi.
と一 致 す る.
(ii)o<α<1の 場 合
つ ぎ に,0<α<1の 場 合 に つ い て 考 え る.こ の 範 囲 で 最 小 固 有 値 λ、ni、、=0と
な る,こ れ よ り,制 約 条 件 θ=0と な り,リ ス ク ε(ん㍉θ)はe*=0で 最 大 と な る.
こ の と き,式(3.88)の 最 小 リス ク ε,niT、は 式(3 .47)の最 小 リ ス ク εniit,と一 致 す る.
以 上,(i)(ii)からLagraIlge乗数 θ*=argrrlaxo≦θ≦λminε(k*,θ)は
e'一{1+α一制 疏 論,

















以下 の理論値 の妥 当性 は数学的 に厳密 に保証 され る.
予算制約 と不等 式集 中投資度制約 が課 され た最小 リス ク εmm:
一一ト
■ 笥












以上 の結 果か ら,ポ ー トフォ リオ選択 問題 に不等 式制約が課 され た場合で も,ラ
ンダム行 列理論 と最適化理論 を用いる ことで最小 リス ク(最適値)を解析 的に導 出
で きるこ とが分かる[31].続く第4章 では新 たにポー トフォ リオ選択 問題 を設定
し,ラ ンダム行列理論 と レプ リカ法 を用 いて解析 を行 う.
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第4章 コス ト制約 と期待収益制約が課 された
リスク最小化問題
本章では コス ト制約 と期待収益制約が課 された リス ク最小化問題 を述 べ る.は
じめ に,4,1節で本 章で解析 するポー トフォ リオ選択問題 を定式化す る.つ ぎに,
4.2節でラ ンダム行列理論 を用いた最小化 を述べ る.最 後 に,4.3節で レプ リカ法
を用いた最小化 を述 べる.
4.1問 題設 定
従 来 ポ ー トフ ォ リオ選 択 問 題(2.3節の ポ ー トフォ リオ選 択 問題 を含 む)で は,
式(1、4)のwi一と式(L6)の 鰯、を用 いて 解 析 が 行 わ れ て きた.つ ま り,総 資 産 に対
す る資 産 影の`般 資 比 率"と そ の`取 益 率"用 い て 議 論 が行 われ,最 適 ポー トフ ォ リ
オ げ や最 適 値 鴛(→半uノ)に関 す る知 見 が 提供 され て きた.投 資 比 率 を用 い る利 点 は
資 金 の 異 な る投 資 家 を統 一・的 に議 論 で き る こ とで あ る.ま た,収 益 率 を用 い る利
点 は異 な る資産 の運 用 パ フォ ー マ ンス を 比較 しや す い こ とで あ る.し か し,最 適
ポー トフ ォ リオは投 資家 の資 金 に因 るた め,投 資比 率 と収 益 率 を用 い た 問題 設 定
で は現 実 に そ ぐわ な い状 況 を解 析 して い る.そ こで,本 章 で は資 産zの 購 入数 と
その 価 格 を用 いて ポー トフ ォ リオ選 択 問 題 を定 式 化 す る.
空 売 り規 制 の ない定 常的 な取 引 市場 でp期 間,期 首 に定 めた ポ ー トフ ォ リオ 毎=
(lp1,1〃2,…,11・N)∈RNを保 有 す る状 況 を考 え る,た だ し,?J)z(i=1,2,…,1V)は
資産 琶の購 入数 を 表す.ま た,資 産 ゼの期 間 μ(=1,2,…,p)の資 産 価 格 を 転 で
表 し,E匿 μ]=ri,V[mth]ニ1とな る確 率 分布 に した が うとす る.さ ら に,リ ス
ク 究(⑳ は 式(2,11)と同様 に
瑚 一 蒲 も(R。〔宙)-E[R。(④]ゾ
　こ　
-1伽 (4.1)
で与 え られ る.た だ し,Wishart行列 」の 毫,ゴ成 分 は規 格 化 した収 益 賜μ=島 μ一7t
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を用いて
喝 一 詑 怖 、(42)
μ=1
で定義 され る.一 方で,ポ ー トフォ リオ 面 には以下の コス ト制約 と期待収益制約





ただ し,Ciは資産tiの購 入 コス ト(期首の価格)を表 し,総 コス トをNCで 表 す.コ
ス ト制約 は資金NC以 上 にコス トをか けることがで きない ことを表す.ま た,期
待収 益制約 は各期 間におけるポー トフォリオ 面の総期待収益(価格)を表 す、ここ






で 与 え る.た だ し,δ=〔Cl,c2,…,cκ)T∈RNと 〆=(rr'1,7'2,一・,T'N)T∈RNを
用 い た.ま た,最 適 ポ ー トフ ォ リオ げ が 一 意 に 定 ま る よ う に α>1と す る.さ ら
に,ポ ー トフ ォ リオ の 実 行 可 能 部 分 空 間Wを
w-{葡 ∈RN[ぎ 「頒=NC,r`「伍=1VR}, (4.6)
で定義す る.こ れ よ り,コ ス ト制約 と期 待収益制約 が課 された(1資産当 た りの)




で与 えられる.続 く4.2節で は式(4.7)の最小 リス クεminをランダム行列理論を用
いて厳密 に評価す る.さ らに,OR的 手法 を用 いた結果 と比較 し,シ ャー プレシ
オ[19]に関す る考察 も行 う.
4.2ラ ンダム行列理論 を用 いた最小化
本 節 で は第3章 と同様 に,Lagrange未定乗 数 法 を用 い て最 小 リス ク を解 析 的 に
導 出 す る.さ らに,OR的 手 法 を用 い た理 論 値 と比 較 し,考 察 を述 べ る.
4.1節の ポー トフ ォ リオ 最適 問 題 に対 して,Lagrange関数 乙N@,k,θ)を以下 で
与 え る.
・乙ノv(面,k,θ)=究(⑳ 十k(八℃ 一 げ「恒り+θ(NR-r4「 司.
s.t.k,θ ∈R
最適性 の条件 ・∂五丼舞 刷 一〇か ら
げ=」 一【硫 δ+θ め,
(4.8)
(4.9)
を得 る.こ れ よ り,Lagrange双対 関 数Li>(げ,k,θ)=min疵RN乙N@,k,θ)は,以
下 で 与 え られ る.
£N瞬 θ)一一弩(ぎ「」-1δN)k2-N(架りkθ一g(戸炉)e2
十NCk十1>Rθ.(4、10)
こ こ で,式(4・10)に 含 まれ る モ ー メ ン 巨 「奏16,ざ「奏[デ,"「炉 の ふ る ま1・に つ い
て 考 え る.
モーメ ン トの評価4
は じめ に,'鼻 亨 につ い て考 える.3ユ.1項のモ ー メ ン トの評 価1と 同様 の議 論
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か ら,limN→。。'紆 早 は
げ「J-1ゲど「J-1ヂ
帰聴N二 鯉 …。Ex/V
一概 陰 書彊 二鎗 酬 職]Ex[δ〔λ一A,)]dA






を 用 い た.同 様 に,limN→ 。。♂発1ε とli皿N→。。,v:!ISLtJiT'は
パ 寿'δ一 ぎ竺>1,〔4ユ3)
パ 寿1ヂ ー ぎ哩>1,(4・14)
で与 え られ る.こ れ よ り,コ ス ト制約 と期待収益制 約が課 された最小 リス ク εmi。
は
　
・mi11一融 濃 鴨 万櫛)
　





とな り,L乱grange乗数 κ,θに 関 す る最 大化 問 題(Lagrange双対 問 題)に 帰 着 す る.
さらに,制 約条徽,θ ∈Rで 髄 性の条件 ・飾 妥 綱 一 ∂`罪 一 〇,∂砺 留 岡 一
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響=0を 満 たすLagrange乗数 だ,θ*が存在 し,そ れぞれ
〈(Cr-Rc)r>k*=(α 一1)(4 .16)〈
c2>〈r2>一くcr>2'
〈(CT-Rc)c>θ* =一(α 一1)(4 .17)〈
c2>〈r2>一〈cr>2'
で 与 え ら れ る.こ こで,式(4.9)の 最 適 ポ ー ト フ ォ リ オ 健 とLagrange乗数 ゲ,θ*
か ら,最 適 ポ ー トフ ォ リ オ げ が 資 金1Vσ に 因 る こ と が 分 か る.し た が っ て,式




一 ㌻1論 鵠 α〉・,(4・18)
と求 まる.
一 方 で
,こ の と きの集 中投 資度 α。,は以 下 で 与 え られ る.
q・一 概 炉 丁げ
一 瓢(げ 「」-2δ)k・2+2(♂炉 り 脇(業2り の
(419)
こ こで,前 述 と同様 に 式(3.13)に含 まれ るモ ー メ ン ト♂奏2ど,d「奏 客 戸奇%の ふ
る まい につ いて 考 え る.
モーメ ン トの評価5
は じめ に,♂ 奏 孕 につ い て 考 え る.モ ー メ ン トの評 価1と1司 様 の議 論 か ら,
limN→..♂奔2ヂは




で 与 え られ る.同 様 に,limN→ 。。cfVlf:!J2,一とlimN→。。評奔2Fは
無 苧 一(碧)・,(4・21)
槻 学 一(葺1〔4・22)
で 与 え られ る.し たが って,集 中 投 資 度q.,vは
q・一( α呈1聯 鶏 ・ α>1,(423)
と求 まる.
つ ぎ に,シ ャー プ レシ オS(R)を
R.-c
,(4.24)s(R)=価
で定 義 す る[19].ただ し,ε は リス クで あ る.シ ャー プ レシ オS(R)は そ の定 義 か
ら,単 位 リス クあ た りの 収 益 を表 して い る こ とが 分 か る.こ こで,式(4,18)の最
小 リス クemi.を式(424)のεに代 入 し,シ ャー プ レシ オS(R)が 最 大 と な るRを
考 え る.式(4.18)から,シ ャ 一ープ レシ オS〔R)
〈・・〉〈r・〉一 く・⇒2(o-R)・(425)s(R)=
α 一1〈(Cr-Rc>2>'




で与 え られ る.し たが って,資 金NOに 対 して期待収益A脱 を式 〔426)のN甜
にすれば,シ ャープ レシオS(R)が最も大 きくなる ことが分か る.
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圏
以下 の理論値 の妥 当性 は数学的 に厳密 に保証 され る.
コス ト制約 と期待収益制約が課 された最小 リスク εmin:
.α 一1〈(Cr-Rc)2>'min=2
〈c・〉〈r2>一〈cr>・α>L
集 中 投 資 度 伽=
q・一(αα一1)〈ll結 幕・ α〉・








最後 に,OR的 手法 を用 いて コス ト制約 と期待 収益制約 が課 され た最小期待 リ
ス クεORとその ときの集 中投資度 瑠Rを 導出 し,ラ ンダム行列理論(レ プ リカ法)





た だ し,期 待 リス クE[究(面)]=書密丁面 を用 い た.最 適性 の 条 件:∂ 恥 藷 鳶'の=0
か ら
♂ 一 α一1(配+θ の, (4.31)
を得 る.こ れ よ り,Lagrange双対 関 数 乙N@㌔ κ,θ)=min漉RN乙N(ゆ,鳶,θ)は,以
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下で与 え られ る,
£N(醐 一 一欝)k・ 一誓(亨)ke一器(亨)θ・
十ノVC'k・十1>』配θ.(4.32)
こ こで,コ ス ト制 約 と期待 収 益 制 約 が課 され た 最 小 期 待 リス ク εoRは
・・R一鶴 蜻 綱
1=耀 養融 』万 £N(げ,た,e)




とな り,Lagrange乗数 鳶,θに関 す る 最 大化 問 題(Lagrange双対 問 題)に 帰 着 す る.
さ らに,制 約 条件k,θ∈Rで 最 適 性 の条件:坐N審'刷=響=O,∂ βκ!券刷=




















以 上 の結 果 か ら,リ ス ク に関 して 式(4.36)の最 小 期 待 リス ク εORと式(4.18)の最
小 リス ク ε。。iT、か ら,以 下 の関 係 式 が成 り立 つ.
ORε
min<ε (4.38)
この関係 式か ら,OR的 手法 を用 いた最小期待 リス ク εORは,現実 の投資 で負 う
最小 リスク εmiT、よ りも大 きい ことが分 かる.ま た,集 中投 資度 に関 して式(4.37)
の集中投資度 瑠Rと 式(4.23)の集 中投資度%か ら,以 下の関係 式が成 り立つ.
qu->ggR,(4.39)
この関係 式か ら,最 小 リス ク εmiT、で投 資 を行 うために は,OR的 手法 を用 いた最
適 ポー トフォ リオ 宙{,Rよりも集 中投資 を しな けれ ばな らないこ とが分 かる.
4.3レ プ リカ法 を用 いた最小化
本 節 で は レプ リカ法 を用 い た 最小 化 を述 べ る.は じめ に,43.1項でBoltzmann
分 布 と最 適 化 の枠 組 を用 い た 最 小 リス ク を述 べ る.つ ぎに,4.32項で モ ー メ ン ト
評 価 を用 い た 最 小 リス ク を述 べ る.
4.3.1Boltzmann分布 と最 適 化 の 枠 組 を 用 い た 最 小 り ス ク
本項で は2.1節で説明 したBoltZlntum分布 と最適化の枠組 を用いて最小 リス ク
を評価す る.そ の際22節 で述 べた レプリカ法の問題 点を具体 的に説 明す る.
2.1節の議論 か ら,制 約条件 が課 された最小 リスク εnii.は,分配 関数Z〔β,X)
の対数 の期待値Ex[logZ(β.X)]が評価 で きれば求 まる.そ こで,4,1節のポー ト
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フォ リオ選択 問題 に対 して分配 関数Z(β,X)を以下で定義す る.
Z(fi,X)一
(2π嗣 ン 脚 万画 一β綱(4・4・)




で与 え られ る.は じめ に,式(4.40)の分 配 関数Z〔 β,X)の変 形 を行 い,g(n)ニ
limN→。。il710gErx[Z駁β,X)1を求 め る.分 配 関数Z(β,X)は
z(β,x)一
(2π諺述 醐 脚(一劉
一〔壷 疋蝋 蜘cξ書(繕 ・の り,
〔4.42)
と表す こ とがで きる.さ らに,∫ ω 一 ・-9鞠 一 六 Σ 詠 μ婦 こ対 して成 り立
つ以下の恒等式:
∫ω 一 罵 姻 δ(z-y)
一 ∠ン 爾 却 ン ・xp(tu(z-y))





と 表 す こ と が で き る.た だ し,ぎ=(ε11之2,…,Zp)T∈RP,官=〔u1,u2,…,Up)T∈
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RPを 用 い た.さ らに,Z"(β,X)は以 下 で 与 え られ る.
卿 一議 瑚蛸 蟷d輪画(鎗 ひ
+薬一 諾 慧 一の・ 闘
た だ し,⑳fL=(w1。,,w2。.,…,ωN,tr)T∈RN,篇=(Zlt」r,z2,,,…7zl)a,)T∈RP,Ea,=
(・'、。,U2a7'",・t。.)T∈RPを用 い た.こ こ で,規 格 化 し矧 又益 銑ゴは 列 矧 一 〇,
V[矧=1と な る 正 規 分 布 に し た が う と す る.こ れ よ り,正 規 分 布 の モ ー メ ン ト




一轄 蔦 一 → ,(4・46)
とな る.た だ し,Σ 昆,F1=Σ 匹1Σ た1を用 いた.さ らに,秩 序 変数g励=寿 Σ 窪1Wi。Wib
とその共役変数ず伽 を用いると
Ex[zn(6・x)]一..r'(nP
(2≠+,)∠..翼一 萄榊Xp一 蝋 轟
刊書書u画一培 濃卿 画)




(2π)毒向E琶加傭 一 …(潜 書幅
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穣 幅 一着 軸一)
+書(葱書飾 一壌 蝸 面 一ξ書の
… 書一 シ+弩濤両(4・47)
と な る.た だ し,Extr.f(x)はxに 関 す るf(x)の 極 値 を 表 す.ま た,6行 目 で 式
(4.41)の島@)を 代 入 し,θ={ka,θa,qwab,qMwab}を用 い た.こ こ で,式(4.46)の
　
積分 を添 え字i,ILに着 目 して行 う.そ の際,任 意 の正定値行 列Aと ベ ク トルbに
対す る多変数 ガ ウス積 分の公式:
々 蜘(-1薦+bT「t・7af)一(2π)9d・tlA「i・xp(1酔り ・
を用 い る.は じめ に,添 え 字 ゼに関 す る積 分Part(i)は









と な る.た だ し,砿=(ω 、1,u,,,,…1w、Tt,) ∈R・,Q-tn-{qTt.(tt,}∈R耶π沼=
(鳶1,廊2,…,砺)T∈R『 づ=(θi,θユ,…,θ.)T∈Rnを 用 い た.つ ぎ に,添 え 字 μ に








と な る.た だ し,2=(z1,22,…,Zn)T∈Rn,u-=(u1,u2,…,Un)T∈Rn,Qw=
















を 用 い て,甲(n)は













とな る.た だ し,e'=:{k,e,j¥w}愛鮒,9w,q-w}を用いた.こ こで,Ex[zn(β,X)]が
分配関数Z〔β,X)をn乗す るこ とで人為的 に導入 された添 え字 α,bの任 意の入れ
替 えに対 して不変であ る性質(レ プ リカ対称性)を仮定 している.し か し,対 象 に
よって はこの性質が成 り立たない"レ プリカ対称性 の破 れ"が生 じる場合 があるこ
とが知 られて いる[1,32].つぎに,式(2.10)のレプ リカ数 πに関す る微分操作 と
極 限操作 を行 うが,式(4.57)のg(n)はnが自然数で ある ことを仮定 して を求め
た.し か し,数 式上 はnが 実数 でも定義可能 な関数 となるため,p(n)が自然数 か
ら実数 に解析 接続 され たと解釈 して微分操作 と極 限操作 を行 う.し か し,こ の解
析接続 の妥当性が数学的 に保証 されていないため,得 られた理 論値 も数 学的に厳
密 と はい え ない こ とが レプ リカ法 の 欠 点 とな る[1,29,32].veo=1iM。,→o∂髪)は
9・-Eぎ 声・-91・9(1囎 一2〔諏 の+1(轟)(届)
郎 一(・k+Re)-li・9;ie・,・+鵡+〈(Ok+Re)22齢〉・(4・58)
とな る.こ こで,Nに 関す る極 限操作 を行 ったp(n)=limN→。。〕寿logEx【Z冊〔β,X)ユ
に対 してnの 極 限操作 を行 ってい るが,こ のNとnの 極 限操作 の入れ替 えの妥
当性 も数学 的に保証 され ていない.さ らに,極 値条件:蟹=0,留 二 〇,畿=














鉱 一 βω一・)〈憂結 墓・,
を得る.最後に,逆温度βに関する微分操作と極限操作を行う.留 は








とな る.こ れ よ り,コ ス ト制約 と期 待 収 益 制 約 が課 され た 最 小 リス ク ε,niilは
∂1
E・n・n=無 一副 蟻 万Ex[logZ(β・X)]




〈睾 鵠 ・ α>1,(466)
と求 まる.ま た,こ の ときの集 中投資度qwは式(4.63)で与 えられ る.以 上の結果
か ら,ラ ンダム行列理論 を用 いた式(4.18)と式(4.23)の理論値 と一致す ることが
確認で き,本 問題 に対す る レプ リカ法の有効性 が示 され た.
4.3.2モ ー メ ン トの 評 価 を 用 い た 最 小 リス ク
43.1項では2.1節のBoltzmann分布 と最適化の枠組みか ら理論値 を導出 した.
一方,第3章 で示 した ように,モ ーメ ン トの評価か ら理論値 を導出す る こともで
きる,42節で はランダム行列理論 を用 いてモー メン トを評価 したが,レ プ リカ法
を用いてモー メン トを評価す ることもで きる.本 項 は レプ リカ法 を用いて モーメ
ン トを評価 し,4.3.1項で導 出 した理論値 と一致す ることを確認 する.
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で与 え られ る.こ こで,式 〔4.67)に含 まれ るモ ー メ ン トOf"X.±1Jic",♂i短1『,岬」-1Fの








φ 一 忠 癖Ex[1・gZ〔X)]
一 瓢 一IEx[1・gd・t[」1]+IEx團脇[業1ヂ]kθ
+iE・[戸「」-1デ]θ・),(469)
で 定 義 す る.こ れ よ り,limN→。。'輩1ざ,limN→。。♂紆1デ,limN→。。押 寿1デは
槻 誓1δ 一 雛,(4・7・ 〉
融 書'デ ー 藷 θ,(471>
慨 栞1ア ー 券,(472>




式(2・8)のレプ リカ トリック か ら,φ=limN→。。売Ex[logZ(X)]は
∂1
φ=編 掃 蟻 万1・gEx[zn(X)],(4・73)







と な る.た だ し,QUi={qw。b}∈Rnxn,(?.={qwab}∈Rnxnを 用 い た.qw。bニ
ゐ Σ 窪1Wiaw・i,t,は秩 序 変 数,(7,,川bはそ の 共 役 変 数 で あ る.さ ら に,レ プ リ カ対 称 解=
(?w=♪(u」1幌 十 〈1,田ξぜ「,(475)
(?iv=.('u」ln-4甜6乙耳「,(4.76)




とな る ・ た だ し,θ 口{)(w,51wiqwab,q-wab}を用 いた.っ ぎ に,式 〔4.73)のレプ リ













を 得 る.こ れ よ り,φ=limN→.。 売logEx[zn(x)]は,
φ 一1-91・9α+αill・9(a-1)+〈〔1鴇2>,
と な り,limN→..聾'δ,limN→..評 炉,limN→..戸 炉 は


















で 与 え ら れ る.し た が っ て,式(4.67)の 最 小 リス ク ε皿i、は 式 〔4.66)の最 小 リス ク









本 章で は漸近 固有値 分布 〔ランダム行列理論)を用 いた理 論値 の検証 を述べ る.
は じめに,5.1節で理論値 と実験値の比較を述べ る.つ ぎに,5.2節で資産数 に関
する考察 を述べ る.
5.1理 論値 と実験値の比較
本節で は漸 近固有値 分布 を用いた理論値 が有限 の資産数 〔十分に大 きい)に対 し
て適用可能 か検証 を行 う.そ のために,数 値実験 を行い,有 限の資産数 に対す る
最適値(実験 値)と理論値 の比較 を行 う.ま た,本 節 の実験 では機関投資家 の資産
運用 を想定 して資産数N=1000と する.
5.1.1期 待 収 益 率 と リス ク を 用 い た 主 双 対 問 題
本項で は3.1節で導 出 した主問題の最小 リスク εmi、(式(3,12))および双対問題の
最大期待収 益率 ∫～max(式(3,29)〉の検 証 を行 う.
Lagrange未定乗 数法 より,主 問題 の最小 リスク εmi。〔Xs)と双対問題の最大期待
収益率Rm。.(Xs)は以下で与 え られ る.




Rm・(.x',)一、編('鶏 り 誓+('寿り 月+1(〆午 デ);,・
ん κε`)一一 十 一
甲 ψ






た だ し・Xs-{謝 ∈RN・・,(・-1,2,…,1・・)はサ ンプル 収 益 劃 テ列 蔽 し・
JsニX、X『を用いた.数 値 実験 で は,規 格 化 した収益率 毎 は独立 同一 に標準正
規分布 に したがい,期 待収 益率Tzは独 立同一 にE[rilニm=1,V[r・i]=σ2=22
となる正規分布 にしたが うとす る.そ して,εml。(X、)とRn、t、x(Xs)を計 算 し,100
個 のサ ンプル平均 と理論値 を比較 する.た だ し,サ ンプル収益率行列X、 のサ イ
ズは1>』二1000,p=2000(α=£=2)であ る.
図5.1は主問題の最小 リスクの実験 結果 を表 し,図5.2は双対問題 の最 大期待収
益率 の実験結果 を表 す.図5.1の横軸 は期待収 益率 を規定す る係 数Rで あ り,縦
軸 は リスクであ る.ま た,図52の 横軸 は リスクを規定す る係 数 κであ り,縦 軸
は期待収益 率で ある.図5.1と図5,2の実線(赤)は漸 近固有値分布 を用い た理論
値 を表 し,エ ラーバ ー付 きマーカー 〔青)は数値実験 で求めたサ ンプル平均 を表す.
図5.1と図52よ り,実 験値 と理論値 が一致 している ことか ら,有 限の資産 数(十

































5.1.2集中投資度 と リス クを用 いた主 双対問題
本項 で は3.2節で導 出 した主 問題 の最 小 リス ク εm。,(式(3、49))と最 大 リス ク εm。.(式
(3,53))および双 対 問題 の最大 集 中投 資度q.t、,,n、。x(式(3,70))と最小集 中投資 度q,,,,mi1、(式
(3.74))の検 証 を行 う.
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Lagrange未定 乗数 法 よ り,主 問 題 の最 小 リス ク εmi。(Xs)と最 大 リス ク εm。x(Xs)
お よび 双対 問 題 の最 大 集 中投 資度q、v,111u)c〔X.g))と最 小 集 中 投 資 度g叫 。、。(Xs)は以 下


































数 値 実験 で は,規 格 化 した収 益率`知 は独 立 同 一 に標 準 正 規 分布 に した が うとす
る.そ して,εmi。(Xs)とεm。.(Xs)およびqw,m。x(Xs)とqw、min(Xs)を計 算 し,100
個 の サ ン プ ル平 均 と理 論 値 を比 較 す る.た だ し,サ ン プル 収 益 率 行 列Xsの サ イ
ズ はN=1000,p=2000(α:舟=2)で あ る.
図5.3と図5.4は主問 題 の最 小 ・最 大 リス クの実 験 結 果 を表 し,図5,5と 図5,6
は 双対 問題 の 最 大 ・最 小 集 中投 資度 の 実験 結 果 を表 す.図5,3と 図5,4の横 軸 は 集
中 投 資度 丁で あ り,縦 軸 は リス クで あ る.ま た,図5.5と 図5.6の横 軸 は リス ク を
規 定 す る係 数 κで あ り,縦 軸 は集 中投 資度 であ る.図5.3～ 図5.6の実 線(赤)は 漸
近 固 有 値 分 布 を用 い た 理論 値 を表 し,エ ラー バ ー付 きマ ー カ ー(青)は 数 値 実 験 で
求 め た サ ン プル 平 均 を表 す.図53～ 図5.6より,実 験 値 と理 論 値 が 一 致 して い る



























































図5.6最 小 集 中投 資 度
5.1.3不 等 式 制 約 を 用 い た ポ ー トフ オ リオ 選 択 問 題
本項で は33節 で導 出 した最小 リス ク εmi。(式(3.86),式(3.90))の検 証 を行 う.
Lagrange未定乗数 法 よ り,最 小 リス クεmi。(Xs)は以下で与え られ る.




ただ し,ε奮 丁〔Xs>は3.3節の ポ ー トフォ リオ選 択 問題P2,L1に対 応 し,ε露 丁〔Xs)
は3.3節の ポ ー トフ ォ リオ 選択 問題P2.1.2に対 応 す る.数 値 実 験 で は,規 格 化 し
た収益率 簸μは独立同一に標準正規分布 に したが うとす る.そ して,ε盆 τ〔Xs)と
ε霊 丁(Xs)を計算 し,100個のサ ンプル平均 と理 論値 を比較す る.た だ し,サ ンプ
ル収益率行列Xsの サイズはN=1000,P=2000(α=£=2)であ る・
図5.7は不等式制約qw≦ τが課 された最小 リス クの実験 結果 を表 し,図5.8は
不等 式制約qw≧7が 課 され た最 小 リスクの実験結果 を表 す.図5.7と図58の 横
軸 は集 中投 資度 τであ り,縦軸 は リスクであ る.ま た,実 線(赤〉は漸近 固有値分
布 を用いた理 論値 を表 し,エ ラーバー付 きマーカー(青)は数値 実験 で求めたサン
プル平均 を表す.図5.7と図5.8より,実験 値 と理論値 が一致 してい るこ とか ら,

























図5.8最 小 リス ク 〔qw≧7)
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5.1.4コス ト制約 と期待収益制約が課 された リスク最小化問題
本 項 で は4.3節で 導 出 した最 小 リス ク ε,ni。〔式(4ユ8))の検 証 を行 う.
Lagrange未定 乗 数 法 よ り,最 小 リス ク εmi。(X、)は以 下 で 与 え られ る,






数 値 実 験 で は,規 格 化 した収 益 亀μは独 立 同 一 に標 準 正 規 分 布 に した が い,期 首
の価 格ctは独 立 同一 にE同=1,レ 國=1と な る正 規 分 布 に した が う とす る.ま
た,コ ス ト制約 を規 定 す る係 数0ニ0.5,期 待 収 益 を規 定 す る係 数 κ(R=KC)に
設 定 す る.そ して,εmin(Xs)を計 算 し,100個 のサ ンプ ル平 均 と理 論値 を比 較 す
る.た だ し,サ ン プル収 益 行 列 ♪(,のサ イ ズ は1V=1000,p=2000(α二 器=2)
であ る.
図5.9は最小 リスクの実験結果 を表す.横 軸 は期待収益 を規定す る係数 κで あ
り,縦 軸は リス クである、 また,実 線(赤)は漸近 固有値 分布 を用 いた理論値 を表
し,エ ラーバー付 きマーカー(青)は数値実験 で求めたサ ンプル平均を表 す.図5.9
よ り,実験値 と理論値が一致 しているこ とか ら,有 限の資産数(十分に大 きい)に
対 して理論値 が適用可能であ ることが分 かる.
05-・ 一一 一一一一1






o!.1__』 一一 一 」
11,522533、54
期待収 益を規 定する係 数
図5.9最 小 リス ク
5.2資 産数 に関する考察
本節では資産数 に関する考察 を簡単 に行 う.5.1節では機関投資家の資産運用 を
想定 して資 産数N=1000と した.し か し,常 に資産数N=1000程 度 とも限 ら
ないた め,資 産数1Vがどの程度 あれ ば理論値 が適用 可能 か数値 的に検証 を行 う.
数値実験 では予算制約 と期待収益率制約が課 された最小 リスクεmil、(式(3.12)を用
いて検証を行 う.また,規格化 した収益率 賜、は独立同一に標準正規分布 に したが う
とする.そ して,式(5,1)の最小 リスク εml.(Xs)を計算 し,100個のサ ンプル平均 と
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理 論 値 を比 較 す る.た だ し,資 産数1>=SO,IOe,250,500,1000,3000(α=得=2)
とす る.
図5.10～図5.15は資 産 数1V=50,100,250,500,1000,3000の実 験 結 果 を表 す,
図5.10と図5.11から,資 産 数1Vが 小 さいN=50,100程 度 で は理 論 値 とサ ン プ
ル 平 均 が 一 致 しな い こ とが 見 て取 れ る.さ らに,エ ラ ーバ ー が 大 きい こ とが 分 か
る.図5.12と 図5.13から,資 産 数N=250,500程 度 に な る と,理 論 値 とサ ン プ
ル 平 均 が 一 致 す る こ とが 見 て取 れ る が,依 然 と して エ ラ ーバ ー が大 きい こ とが分
か る.図5.14と 図5.15から,資 産数1>=1000,3000程度 にな る と,理 論 値 とサ
ンプ ル平 均 が 完 全 に一 致 し,エ ラーバ ー も 小 さ い こ とが 分 か る.現 実 の投 資 で負
う最 小 リス ク は所 与 の収 益 率 行 列Xを 用 い た最 小 リス クmindi∈w9(1ので あ る た
め,エ ラー バ ー が 非 常 に小 さい こ とが 望 ま しい.し た が って,本 実 験 で は エ ラー
バ ー が あ る程 度 小 さ くな る資 産数N=1000程 度 以 上 が望 ま しい と考 え る.し か
し,エ ラ ー バ ー の幅 を ど こ まで許 容 す るか は個 人 の判 断 に 因 る た め,資 産 数 ノVを
定量 的 に判 断 す るた め に最 小 リス ク εmi.の信頼 区 間 や エ ラー バ ーが どの 程 度 の 損
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本研 究で はランダム行列理論 を用いて ポー トフォ リオ最適化解析 を行 った.特
に,リ ス クや集 中投資度 の上下界 の典型値 を数学的 に厳密 に評価す ることを目的 と
した.第3章 では先行研究で議論 されたポー トフォ リオ選択問題(3.1節期待収益
率 と リス クを用い た主双対問題32節 集 中投資度 とリスクを用いた主双対 問題
3.3節不等式制約 を用いたポー トフォ リオ選択 問題)を再考 した.具 体的 には,資
産数 が無 限大の極 限でWishart行列の固有値 分布 がMar6enko-Pastur則と呼 ばれ
る漸 近固有値 分布 に したが うことを活用 し,そ の漸 近固有値分布のStieltjes変換
を用 いてLagrange双対関数 を求めた.こ れ よ り,最適性 の条件を満 たすLagrange
未定 乗数 を議論す る ことで リス クや集 中投資度 の上下界の典型値 を容易 に求める
ことがで きた.そ して,3.1節と32節 において主双 対関係 が成 り立つこ とを厳密
に確 認 し,3,3節において ランダム行列理 論を用 いて不等式制約 が課 された ポー ト
フォ リオ選択 問題 の解析 が可能 であ ることを示 した.ま た,ラ ンダム行 列理論 を
用い た理論 値 と レプ リカ法 を用いた理 論値が一致 したこ とか ら,第3章 の ポー ト
フォ リオ選 択問題 に対 する レプ リカ法の結果 の妥 当性が数学的厳密 に保証 された.
第4章 で は コス ト制約 と期待収益制約 が課 され た最 小 リス クの評価 を行 った.本
解析 の特 徴 は資産の価格 とその資産 の購 入数 を用いて リスクを定義 した ことで あ
る.従 来,異 な る資金 を持つ投資家 を統 一的 に議論す るため に,資 産の収益率 と
その資産 に対す る投 資比率 を用 いて リスクが定義 され,解 析 が行われて きた.し
か し,現 実 の投資 ではポー トフォ リオは個人 の資金 に因 るため,従 来 の リス クで
は現実 にそ ぐわない状 況 を解析 していた.本 解析で はその点を考慮 し,問 題設定
を行 った.さ らに,導 出 した最小 リスクを用いてシャープ レシオを定義 し,シ ャー
プ レシ オが最大 とな る期 待収益 を求め た.ま た,OR的 手法 を用 いて最 小期待 リ
ス クを求め,本 解析で導 出 した最小 リス クとの比較 を行 い,最 小 リス クの方が小
さい ことを確認 した.以 上の解析結果か ら,レ プ リカ法 を用 いたポー トフォ リオ
最適化解析 の結果 の妥 当性が数学的厳密 に保証 され,式(1.17)の右辺 に関係 する
解析が ランダム行列理論 を用 いて解析可能であ るこ とが示 された.さ らに,第5
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章で は現実の投資 におけ る理論値 の有効性 を確 認す るため に数値実験 を行い,資
産数が1000程度 でも漸近固有値分布 を用 いた理論値が適用可能である ことを確 認
した.こ れ よ り,ラ ンダム行列理論 を用 いた ポー トフォ リオ最適化解析 が現実 の
投資 に有効 で あることが示 され た.
6.2今 後 の課題
本研 究では収益率 の分散が全て同一である場 合 を解析 した.今 後 の課題 は収 益
率の分散 が資産 ごとに異 なる場合を解析 する ことである.ま た,予 算制約 や期待
収益率制約 を制約条件 と して用いたが,そ の他 の線形不等式 制約が課 され ている
場 合でもラ ンダム行列理論 を用いて解析可能 か議論 する必要 がある.さ らに,異
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付録A ランダム行列理論
本付録 で は ラ ンダム行 列理 論 を述 べ る.は じめ に,付 録A.1でMar6henko-Pastur
則 を述 べ る.つ ぎに,付 録A2でPorter-Th。mas分布 を述 べ る.最 後 に,付 録A.3
でStieltjes変換 を述 べ る.
A.1MarCenko-Pastur則
ランダム行列 は要 素がある確率分布 に したが う行列で ある.行 列のサ イズが大
きい とき,固 有値 や固有 ベク トルに普遍性が現れ,確 率分布 の詳細 によ らない統
計量が得 られ るこ とが知 られて いる.本 研 究 では収益 率行列xやWishart行列
」(=X♪(T)がランダム行列 となる,固 有値が もつ普遍性の代表例 として,Wigner
の半円則[33]やMar6enko-Pastur則[13]があげ られるが,本 研究で は後 者 を用い
てポー トフォリオ最適化解析 を行 う.ま た,漸 近固有値分布 はStieltjes変換[30]や
超行列[37],ダイアグラム法[12]を用 いて厳密 に導出されているが,レ プ リカ法 を
用いて解析す ることもできる[25].レプ リカ法 は他の方法 と比べて簡便 で見通 しの
良い解析 方法 を提供 す るため,本 付録 では レプ リカ法 を用いてMar6enk。-Pastur
則の説 明を行 う.
は じめに,漸近固有値分布 を導 出するための予備知識 を説明する.確率変数 吻 は
E[銑ゴ1=O,V[Viゴ]=s2となる確 率分布に したが うとす る.こ の とき,ラ ンダム長
茄 列X-{制 ∈RN・・を用 いて定義 され るWi・ha・t行列 」-XXT∈R…
の固有値分布 ρN(λ)は,以下で与 え られ る,
　
ρN(λ)一 焉 Σ δ(λ一A・i)
1i=1
=万 丁・δ(λIN-」)・ (Aユ)
た だ し,A,(・i=1,2,…,N)はWishart行列 」の固 有 値,Trは 行 列 の 対 角 成 分 の
和,恥 は単位 行 列 を そ れ ぞ れ表 す.ま た,α=寿 ≧1と す る.さ らに,固 有値 分
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布 ρN(λ)は任意の正方行列A∈RNxNに 対す るデル タ関数 δ(A)の定義:
δ(鯉 転'((A-・ ・」N)一'一(A+iε∫N)-1),(A・2)
を用 いて
ρN(λ)-1蟻 炉(((圃 ∫N一の 一1-((λ+蜘 一 」)一工)
一 臨 一;kimTt((λ+i・)・N-・J)-11(A・3)
と表 す こ とが で きる.た だ し,Im(z)は複 素 数z∈Cの 虚 部 を表 す.こ こで,レ
プ リカ 法 を用 い て 漸 近 固 有値 分布 ρ(λ)ニ1imN→。。Ex[ρ、V(λ〉】を解 析 す る た め に,
以 下 の 関数 φ(λ+乞の を定 義 す る,
φ(λ+iε)一概 寿Ex[1・gZ〔X)]・ 〔A・4)










・ 一 一£i・9(λ+・ ε一A,)
i=1




一 藻 一艶[叩+ie)・N-」)一 工],(A・7)
となる.こ れ よ り,漸 近 固有値分布 ρい)は φ(λ+琶ε)を用 いて
ρ(λ)一 撫Ex[ρN(λ)]
-1叫 鴎 一÷賦Ex[T・((λ+iε)・N-」)-1]
一 昇1叫現 等 盛ε),〔A,8)
と表 す こ とがで きる.以 降,レ プ リカ法 を用 い て 式(A.4)のEx[logZ(X)1を評 価
す る.
レプ リカ トリッ ク:
Ex[1・gZ〔X)]一麟1・gEx[zn(X)],(A・9)
か ら,式(A.8)の漸近固有値 分布 ρ(A)は以下で与え られ る.
P(λ)一昇lm鵯∂φ(1賠琶の
2∂ ∂1
二 弄1叫蛎 融 砺 慨 万1・gEx[zn(X)]・(A・10)
は じめ に,式(A.5)の分配 関数Z(X)の 変 形 を行 い,蝋 π)=limN→。。肯logEx[zn(X)]




(2試 蜘(一 導 ε面丁㎡+1湘 丁の
一(2試一 偽 シ+1輪 シ→り
(A、11)









+書(書悩 ← 一諾 脳))),(A・13)
と 表 す こ と が で き る.た だ し,7ニ(Zl,z2,…,Zp)T∈RP,E=(Ul,u2,…,Up)T∈
RPを 用 い た.さ ら に,zn(X)は 以 下 で 与 え られ る.
zn(x)一
(2π)諭∠誼 一 砺㊥Φ(一λヂ 書シ
+書濤(乎+癌 一縛 両))・(A・14)
た だ し,!万a=(ω1a,Iv2a,…,{VNa)T∈RN,7a=(Xla,z2a,…,Zpa)T∈RP,宜a=
(u、。,u、。,…,u,a)T∈R・ を 用 い た.こ こ で,確 率 変 数 銑ゴはE[翻 一 〇,V團 一
s2と な る 正 規 分 布 に し た が う と す る.こ れ よ り,正 規 分 布 の モ ー メ ン ト母 関 数l
E囲 一 謬 か らEx[Z・(X)]は
EX聞卜 誌 切顛 嬬d乾蜘(準 書シ
+ISI):Sizz.+逸】む勉u。a
な　　　　　 な　　れ　　
一舘 薬 一 一) ・(A・15)
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となる.た だ し,Σ 為 =1
とその共役変数 蚕照bを用い ると
rex[zn(x)]=
とな る.た だ し,Extr、,、f(x)はxに関す るf(.T)の極 値 を表 す.こ こで,式(A.16)
の積 分 を添 え 字i,μに着 目 して行 う.そ の 際,任 意 の正 定 値 行 列Aと ベ ク トルb
に対 す る多 変 数 ガ ウス積 分 の 公 式:
∠ン ・xp(-1湘 タの 一(2π)号d・tlA「i・xp伊一・う,(Aユ7)




=Σ 塞1Σ 塞 、を用 いた・さ らに,秩 序 変数9励=肯 Σ 江lWi。Wib
(2T)毒吻罵愈嶋d聯(一λ乎書か
+鎗浄+婁 書軸 ・一誓書濤掘軸b)




(2π毒 識 、融 一 脚(雲(一λ圭壼ε書嬬
一鎗 一)





と な る.た だ し,面=(ω1,w2,'",ωn)T∈Rn,φ.={偽 。b}∈Rnxnを 用 い た.つ
ぎ に,添 え 字 μ に 関 す る積 分Part(μ)は
Part(μ)=
と な る.た だ し,7ニ(Zl,z2,…,:n)







と な り,g(n)=1imN→ 。。売logEx[zn(X)]は
ψω ㍉ 蕊 ド11・gd・ti・・φ切+(・〉・+i・)・・1
一暑1・gdet】・,,一・・Q刷亭Q脚 軌 ・(A・21)
∠.。恥 聯(Σ(聾 一 号黒一%晦・
+靹)





,奮 一 〔u、,u、,…,Un)T∈Rn,Q佃 一
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で 与 え られ る.さ ら に,以 下 の レ プ リカ 対 称 解:
(～Ul=J)(wlπ十`ん,1箔丁,(A.22)
(2w=髪 脚∫n-%認 「,(A.23)
を 用 い て,り@)は
9(n)-E琶t・ 」ill・9(A+iε+s・ 又ω)-li・9(λ+i':+・・Xi・w一η・・㊧
一 αLy(ftn1)1・9(1一飼 一 号i・9(1-・2X-…2%)
ns2
+'2厭 一 幅 ・一 盛 吻 認),(A・24)
とな る.た だ し,θ={汕 渓 肋 価,%}を 用 い た.つ ぎに,式(A,9)の レ プ リカ 数
nに 関 す る微 分 操 作 と極 限操 作 を行 う.そ の 際,極 値 条 件 か らXw,翫,qw,砺が 満






(A25)+互(〈w+qの(ぬ 一 ㊧+百%ケ 笛,
とな る・ さ ら に・極 値 条 件 ・畿 一 〇,畿 一 〇,畿 一 〇,畿 一 〇か ら
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を 得 る.式(A28)と 式(A.29)か ら,)(wが αs4×2=(1-s2X.,)2を満 た さ な い と
き はqwニ0,偽=0と な る.こ こ で,積 分 に 最 も 寄 与 す る 有 意 な 解 が 選 ば れ,式
(A26)と 式(A,27)か ら求 ま る 脇:
λ+iε 一(α 一1)s2土((λ+zε)一 〔α 一1)・・)2-4〔λ+・ ε)s2
(A.30))C・tv=2(λ+琶
ε)・・'
が 選 ば れ る.よ っ て,式 〔A.25)のqoは
妙・ 一 一 ・9(λ+1ε+・・濫)-91・9(1-・・xb)+誓茄,










と求 まる.た だ し,λ+ニs2(1+〉優)2,λ_=s2(1-〉価)2であ る.ま た,3行 目
で符 号 の 不 定 性 を取 り除 くた め に絶 対 値 記 号 を付 けた.一 方 で,0<α<1の と
き は固 有値 にN-p個 の0が 含 まれ る た め,固 有 値 分布 ρN〔λ)は
ρN(λ)-k£δ(圃
まこ　
一 詑 δ〔λ一・)+詑 δ(A-A,),(A33)
i=Tl十1i==L






一無 轟 職[δ(λ一・)]+α編 か[δ(圃
一(・ 一 α)δ(λ)+V(λ+5iiilllk)52
A),(2't一λ⇒,(A,34)
と求 まる.し たがって,漸 近固有値分布 ρ(λ)は
P(λ)一{ご素 雫 ⇒1:1
〈1,(A35)
と ま とめ る こ とがで きる.図A.1～ 図A.4は 式(A.35)のMarこenko-Pastur則と数













































対 頻 度)で あ る.図A.1～ 図A.4の 実 線(赤 〉はMareenko-Pastur則〔式(A・35))を
表し,纈 ㈲ は固崩 分布を表す・サンプル行列X-{尉 ∈RNx・のサイ
ズN=50,100,500,1000(α=寿=2)で与 え,固 有 値 分布 を作 成 した.サ イ ズN
が大 き くな る と,固 有値 分布 がMarこenko-Pastur則に収 束 して い く こ とが 見 て取
れ る.ま た,1個 の ラ ン ダム行 列Xに 対 す る固有 値 分布 で あ る こ とに 注 目 され た







以 上,レ プ リカ 法 を用 い てMarこenko-Pastur則の 説 明 を行 っ た.本 研 究 で は,収
益率行列Xに 対 して定義 されるWishart行列 」←XXT)の 固有値分布 ρN〔λ)が,
資産数1>が無 限大の極限でMarこenko-Pastur則に したが うことを活用 して解 析を
行 う.ま た,資 産数Nが 無 限大 の極 限では,所 与の収 益率行列Xの 固有値 分布
limN→。。ρN(λ)とその漸近 固有値分布 ρ(λ)=limN→。。Ex[ρN(λ)]が一致す る(自
己平均性).同様 の性質 が最 小投資 リスクmin漉w9@)に も成 り立つため,つ ま
り,Ex[min旋w9(密)]=mi砺∈w9〔鋤 が成 り立つので,本 研 究で導出す る最小
リス クは現実 の投資で負 う最小 リスクに対応 してい ると言 える.
A.2Porter-Thomas分 布
ランダム行列 の固有 ベ ク トルは,固 有値 と同様 に行列のサ イズが大 きい ときに
普遍性 が現れ る,そ の例 と して,Porter-Thomas分布 があ げ られ る[17].本付録
では・ランダム長方行殊 一{尉 ∈RN・を特異値分解してえられる酬 テ列
Uニ{Uij}∈RNxNの 統 計性 に着 目す る.
は じめ に,彦 二(uエ,u2,…,UN)T∈RN← θ』Tめの 統 計 性 を考 え る.た だ し,
確 率 変 数 簸,はE[Xlj]=O,珂勘]=s2と な る確 率 分布 に した が う とす る.官 は定
義 か ら,πTπ=ノVを 満 た す範 囲 で存 在 す る.こ の と き,π の 確 率 密 度 関 数P〔 の
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は,行 列のサイズNが 無 限大 の極限 で
P(の=δ({ゴ 臆 一 八り
一E蒼t・± ・xp(一ξ(濡 一N)), (A.38)
と表 す こ とが で き る.た だ し,ExtrAf(A)はf(A)の極 値 を表 し,Zは 積 分定 数
で あ る.こ こで,確 率 の条 件=




か ら,Z=(2π 声 諺 を得 る.た だ し,極 値 条 件 か ら,β=1で あ る.こ れ よ り,
確率密度関数P(のは
叩 ÷ ・Xp(一去司,(A・4・)
で 与 え ら れ る.つ ま り,uゴ は 各 々 独 立 にE['tLコ]=0,V['uj]=1とな る 正 規 分 布 に






とな る.た だ し,置 ～ 〈r(μ,σ2)はE[x]=μ,V[.T]=σ2とな る正 規 分 布 を 表 す.図
A.5～図A.8は,式(A,41)のPorter-Thomas分布(正 規 分 布)と 数 値 実 験 で作 成 し
た ヒス トグ ラム を表 す.横 軸 は直交 行 列 の要 素 であ り,縦 軸 は相対 頻 度(確 率密 度)
を表 す ・サ ン プル 行 列X-{尉 ∈RN・・の サ イ ズN-5・,1・・,5・・,1…(α 一
寿=2)で 与 え,ヒ ス トグ ラ ム を作 成 した.サ イズNが 大 き くな る と,ヒ ス トグ ラ
ム がPorter-Tlloma呂分 布(正 規 分 布)に 収 束 して い くこ とが見 て取 れ る.ま た,1
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個 の ランダム行列Xに 対 する ヒス トグ ラムで あることに注 目され たい(自 己平均
性 の確認).以上,簡 易的にPorter-Thomas分布 を説 明 した.i導出の詳細 は参考文
献[3,21]等を参照 され たい.





































本 付録 で はStieltjes変換 を述 べ る.Stieltjes変換 は ラ ン ダム 行 列 理論 に お い て,
漸 近 固 有 値 分布 を議論 す る 上 で重 要 な情 報 を与 える ツー ル で あ る[2,3,4,30],本
研 究 で はMar6enko-Pastur則のStieltjes変換 を ポ ー トフ ォ リオ 最 適 化解 析 に応 用
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するため,本 付録で はその計算方法を説明す る.は じめに,付 録A.3.1で留数定理




で定 義 され る積 分 を 一般 にStieltjes変換 と言 う.た だ し,θ ∈Cと す る.ま た,本
研 究 で はp(λ)が式(A35)のMarこenko-Pastur則に した が うた め,Stieltjes変換
3〔θ)は以 下 の積 分 を 実行 す れ ば求 ま る.
s(e)一{衛‡ 諮「`≒r ぬ1∴圃
ただ し,1vi+=max(x,0)であ る.ま た,本 編 に合 わせ てV[Xiit]=s2=1とした
が,一 般 性 は失 わ れ な い.以 降,① α ≧1と(ii)o<α<1の 場 合 に 分 けて 積 分
を行 う.
(i)α≧1の 場 合
は じめ に,α ≧1の 場 合 に つ い て考 え る.式(A,43)のStieltjes変換5(θ)は変 数
変 換 λ=1+α+2>価co8ψ(λ_≦ λ≦ λ.)を用 い て
・si(θ)一仙((λ+一 λxλ一λ_)2
πλ)(IA









と表 す ことが で きる.た だ し,4行 目で偶 関数 ∫(ψ)の性 質:∫!.∫(ψ)dψ=2∫r八ψ)御







と表す こ とがで きる.た だ し,3行 目の特異点 は以下で与 え られ る.
ξo=O. (A.46)
ξ、 一 一vXEE. (A.47)
1
ξ・=-i〈761・(A・48)
ξ・ 一 一(1+α 一 θ)+2繰+α 一 θ)2-4α・ 醐
ξ・ 一 一(1+a-e)-2鶉+α 一e)2-4α ・(A・5・)
ここで,各 特 異点 に対応 する留数Re8[f,ξ]は,式〔A.45)の被積分 関数 をf(ξ)と






























また,ξ1ξ2=Lξ3ξ4=1で あ る こ とか ら,ξ1(ξ3)あるい は ξ2(ξ4)の一 方 が単 位 円
1ξ1=1の外 側 に存 在 し,も う… 方 が 内側 に存 在 す る こ とが 分 か る.し た が って,
内側 に存 在 す る特 異 点 の 組 み合 わ せ は,(a)ξo,ξ2,ξ3と(b)ξo,ξ2,ξ4が考 え ら
れ る.(a)の場 合,Stieltjes変換 θ〔θ)は
琶
S(θ)一 右2π 琶(R・[f・ξ・]+R・・囮+R・ ・[f,ξ・])
一 一1(1一αLi-1+V('+α言θ極)
α 一1一 θ一(1+α 一 θ)2-4α
=
2θ ・(A・56)




α 一1一 θ 十
2θ




つ ぎに,0<α 〈1の 場 合 につ いて考 え る.こ の 範 囲 で 式 〔A.43)のStieltjes変
換3〔e)は




となる ことか ら,1項 目と2項 目に分 けて積 分 を行 う.1項 目の積 分 はf(x)=圭
とすれ ば,デ ル タ関数 δ@)の性質 を用 いて
(・一α)∠=占 δ〔λ)dλ一(1一 α)∠ン(λ 一θ)δ(λ)dλ
一(1一 α心(聯+触





とな る.一 方,式 〔A.58)の2項目の積 分 は,被 積 分 関 数 が(i)α≧1の 場 合 と同
じで あ る.し たが って,特 異 点 の 組 み合 わせ の み に着 目す る と,(e)ξ。,ξ1,ξ3と






α 一1一 θ一(1+α 一 θ)2-4α
ニ
2e,(A・60)




卜1一 θ+(1+α 一 θ)2-4α
=
2θ,(A・61)
とな る.た だ し,1ξ41<1を 満 た す 場 合 に 限 る.以 上,(aXb)〔cXd)よ り,Stieltjes
変 換S(の は
α 一1一 θ+c(1+α 一 θ)2-4α
S(θ)=2θ,(A・62)
とな る.た だ し,
・一{:lllにL
で あ る.ま た,式(A.63)の条件 は θ∈Rに 対 して以 下 と な る.
・一(:1:1[1::ll::・
A.3.2レ プ リ力法 を用 いた導 出
(A.63)
(A.64)
本付 録 で は レプ リカ法 を用 い てMar6enko-Pag,tur則のStieltjes変換 を導 出す る.
ランダム長茄 列X-{尉 ∈RN×・を用し・て定 義 され るWi・ha・t行殉 一






で 与 え られ る.た だ し,λi(i=1,2,…,N)はWishar七行 列 」の 固有 値 を表 し,
'rhrは行 列 の対 角 成 分 の 和 を表 す.こ こで,レ プ リカ法 を用 い てStieltjes変換 θ(θ)




で 定 義 す る.た だ し,苗 二(w1,w2,…,ωN)T∈RNを 用 い た.さ ら に 以 下 の 関 数










で あ る こ とか ら,式(A.67)のφ(θ)をθで 偏 微 分 す る と
響L概 寿職[塩 とθ]
一 概 幽Ex[叩 一θ副 ,
とな る.こ れ よ り,Stieltjes変換8(θ)は φ(θ)を用 い て







と表 す こ とがで き る ・以 降,レ プ リカ 法 を用 い て 式(A.67)のEx[logZ(X)]を評
価 す る.
は じめ に,式(A.66)の分配 関数z(x)の 変 形 を行 い,g(n)=limN→。。爵logEx[z"(x)]







と表す ことがで きる・ さ らに,働 一 ビ イ.㌍ 詣 Σ江、脳 に対 して成 り立
つ以下の恒等式:
/(y)-f_=二dz!(z)δ(z-・Jt)
一 ル ∫(蕩 ∠二蜘 囮 之禰
一 却 》 蜘(÷ ・ψ 一y)),(A72)
を用いて
z(x)一
(封昏護 醐 蜘(鎗 姥
+書(一誓+蜘← 一鎗 一))),(A73)
と 表 す こ と が で き る.た だ し,7=(Zi,Z2,…,Zp)T∈RP,π=@1,7`2,・ ・一,?Lp)T∈
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RPを 用 いた.さ らに,zn(X)は 以 下 で与 え られ る.
zn(x)一
(2π)毒向館 一 砺帥∞(1書シ
+書書(÷ 妬 ← 一鎗 両))1(A・74)
た だ し,砺 一(u)la7w2a,}"・)wNa)T∈RN孟 一(鮎 彦、、,… 嗣 丁 ∈R・ 商 一
(ILla,IL2a,…,TIJp。)T∈RPを用 い た.こ こで,確 率 変 数 働 はE[置 司=0・V[銑 ヨ=
1と な る 正 規 分 布 に し た が う とす る.こ れ よ り,正 規 分 布 の モ ー メ ン ト母 関 数l




一媒 か 殉 ,(A・75)
と な る.た だ し,Σ: .b=1=Σ2=1Σ=1を 用 い た.さ らに,秩 序 変IS(qw。b=尭Σ 江1ωi。Wib
とそ の共役変数 す副,を用 いる と
Ex[鯛一詰 護 郎d-(1書 シ
培ー 書躯 書書蜘 一培 烹鼎 画)
一譲 識 雌 一 …(1書窪




(2≠翻 敢 一 …(書(1書嬬
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一1慮一)
+書(婁袖 ・一鎗 鰯 弗 一1書の
+鵠 画(A・76)
とな る.た だ し,Extr。f(x)は:に関 す るf(x)の極 値 を表 す 、 こ こで,式(A .76)
の積 分 を添 え 字i,μに着 目 して 行 う.そ の際,任 意 の正 定 値 行 列Aと ベ ク トル6
に対 す る多 変 数 ガ ウス積 分 の 公 式:
∠ン ・xp(一挿+タ の 一(2π)昔d・tlAl-S・xpい一1の,(A・77)
を用 い る.は じめ に,添 え字iに 関 す る積 分Part(i)は




とな る.た だ し,面=(w1,w2,….wn)T∈Rn,(島={9wab}∈Rn×nを 用 い た.つ
ぎ に,添 え 字 μ に 関 す る積 分Part(μ)は
　 (μ)一∠聴 幅 ㎝(書(か ・-1烹一
一靭)





と な る.た だ し,ぎ ニ(z1,z2,…,zn)T∈Rn,奮=(u1,u2,…,un)T∈R冊,(1?w=











で 与 え られ る ・ さ らに ・極 値 条 件 ・灘L・,畿)一 ・か ら
φ祖 一 α〔ln+(?w)N1,
Q初 一 α(¢一 θ∫π)-1,
両 式 を満 た す(～肋(ゐ を
Qw=Xwln,
Qw=Rw∫n,
と置 くこ とが で き,脇,鶏 は













α 一1十 θ 一c
(A.87)
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で 与 え ら れ る.た だ し,c∈{+1,-1}で あ る.こ れ よ り,式(A .81)のp(n)は
P〔・の 一 一号1・9〔・e一θ)一讐1・9(xa+1)+量謡
=tn9(1),(A.88)
とな り,1>が無 限大 の極 限で
Ex[zn〔X)]=(Ex[Z(X)])刊、(A.89)












と な り,φ 〔θ)は
φ(θ)=望(1),(A.91)











α 一1-e+c(1+α 一 θ)2-4α
2θ' (A.92)
と求 まる.た だ し,4行目で極値条件か ら得 られる関係式1島=冠 ≒1を用 いた.さ
らに,積 分 に最 も寄 与 す る有 意 な解 島,鶏 を議 論 す る こ とで,cに 関 して 式(A.64)
と同様 の条 件 が得 られ る.図A9と 図A.10は式(A.92)(式(A62))のStieltjes変換
と数値 実 験 で 求 めたStieltjes変換 を表 す.図A.9は θ<λmi.の場 合 を表 し,図A.10
はe>i>L、rwwcの場 合 を表 す.図A9と 図A.10の横 軸 は θで あ り,縦 軸 はStieltjes変
換 値 で あ る.ま た,実 線(赤)は レ プ リカ法(留 数 定 理)を 用 い た理 論 値 を表 し,エ







の サ ン プル 平 均 を表 す.た だ し,λ1はWishar七行列Js=X、X『 の 固 有 値 を表 す.
Xs-{制 ∈RN・・(・-1,2,…,1・)はサ ン プル行 列 であ る・サ ン プル行571JXs
の サ イズN=1000(α=iil二4)で 与 え,100個 の サ ン プル 平均 を プ ロ ッ トした ・
図A.9と 図A.10から,式(A.92)(式(A.62))の理 論 値 が 正 し く評 価 で きて い る こ と

































本付録 では予算 制約 の再 設定 に関す る考察 を述べ る.本 研究で は式(2,13)の予
算制約 を用 いて解析 を行 うが,通 常,予 算制約 は投資比率 を用 い るので総和 は1
となる.そ こで,以 下のポー トフォリオ選択問題 を例 に,予 算制約 の再設定 に と





た だ し,リ ス ク9@)は 式(2.11)を用 い る.ま た,投 資 比EkS・wiσ=1,2,…,/>)
















が成 り立つ こ とか ら,ど ち らの予算制約 を用 いて も資 産1と 資産 ゴの相対的 な投





本付 録で は予算 制約 と リス ク制約が課 された最小期待収益率 を述べ る.3.1節
では最小 リス クと最大期待収益率を求めた.一 方,最 大 リスクは無 限大 に発散 す
るが,最 小期待収益率 は制約条件 に2次 関数が含 まれ るため,有 限値 となる.そ
こで,最 小期待収益率 を導出す るために,Lagrange関数 乙N(面,h,g)を以下で与
える.




ただ し,制 約条件 λi(fo≦0はLagrange関数 乙N@,h,g)が下 に凸で ある ことを保









とな り,Lagrallge乗数 九,(pに関 す る最 大 化 問題(Lagrange双対 問題)に 帰着 す る.
さ らに,制 約 条 件h∈Rg≦0で 最 適 性 の 条 件1∂`M募 加)=∂R蕩 切=0,
∂恥 蕩 帥L響 =0を 満 た すLagrange乗数1」,g*が存 在 し,そ れ ぞ れ









で与 え られ る.し たが って,式(C.2)の最 小期待収益率R.i、は
Rmin==rn,一 σ 籍 一1α>1,(C・5)
と求 まる.こ れよ り,あ るリスク εに対 して少な くとも式(C.5)の最小期待収益率
R皿1.以上の期待収益 率が見込 めるポー トフォ リオ 面が存在 する ことが分 か る.
115
付録D 数値実験 で用 いる ソー ス コー ド
本付 録 で は数値 実 験 で用 い る ソース コー ドの 一部 を載 せ る.数 値 実験 で はMA]7-
LABを 使 用 し,最 適 化 ツ ー ルfnlinconを用 い て最 適 値 を求 め る.以 下 は5 .1.2項




















叩tio爬 三 〇ptimoptiensCCfmincon,'Alf,orlth:H'1'1tTteriet一μ〕lnt'〕;㌧爆適 化オ フ シ ョンの 融定
[三,fVa[,efIag,oロtp]t、lambda]=f而ir1じo[(risk,ヱ〔〕,[], ].{],[],[],[,,c,opti〔〕r1呂);









{」atathe〔GoLlr仁t2,T〕=く(p〆N)‡t+t-1-21((口/N)+t*(t一τ〕)^く1/2))/2;、最')、リス ク 理 匡亀」已{)の保 管
oou[t2=1コOUnt2+1;
end


























functi㎝[O,ceq]≡minGDnstraih{三,lmin〕乞烏q岳旬条 件の 定 曇
o〔1〕耳 三一lmln;
eeq=口:
6n`
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